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I N T R O D U C T I O N
T a l l  b u i l d i n g s  p r e s e n t  s p e c i a l  p r o b l e m s  o f  
s t r u c t u r a l  d e s i g n  t o  t h e  e n g i n e e r ,  o f  w h i c h  t h e  m o s t  
i m p o r t a n t  i s  h o w  b e s t  t o  p r o v i d e  f o r  t h e  h o r i z o n t a l  
f o r c e s  p r o d u c e d  b y  t h e  w i n d .  W i t h  t h e  c o n v e n t i o n a l  
b e a m  a n d  c o l u m n  c o n s t r u c t i o n  a l l  t h e  l o a d s  a r e  
t r a n s m i t t e d  t o  t h e  f o u n d a t i o n  b y  t h e  c o l u m n s *  T h e  
w i n d  l o a d s  p r o d u c e  h o r i z o n t a l  s h e a r s  w h i c h  i n  t h e i r  
t u r n  c r e a t e  b e n d i n g  m o m e n t s  i n  t h e  c o l u m n s .  T h e s e  
m o m e n t s  i n c r e a s e  i n  m a g n i t u d e  m o r e  r a p i d l y  t h a n  t h e  
b u i l d i n g  h e i g h t ,  s o  t h a t  f o r  t a l l  b u i l d i n g s  i t  b e c o m e s  
i m p o s s i b l e  t o  d e s i g n  c o l u m n s  w h i c h  a r e  b o t h  c o m p a c t  i n  
c r o s s - s e c t i o n  a n d  e c o n o m i c a l  i n  t h e i r  u s e  o f  m a t e r i a l .
I t  i s  i m p o r t a n t  t h a t  t h e  c o l u m n s  s h o u l d  u s e  a s  
l i t t l e  a s  p o s s i b l e  o f  t h e  v a l u a b l e  f l o o r  a r e a  i n s i d e  t h e  
b u i l d i n g ,  b u t  t h e  s m a l l  s e c o n d  m o m e n t  o f  a r e a  w h i c h  t h i s  
i m p l i e s  h a s  t w o  a d v e r s e  c o n s e q u e n c e s ?  f i r s t l y  t h e  
p e r m i s s i b l e  w o r k i n g  s t r e s s  i n  c o m p r e s s i o n  i s  d e c r e a s e d  
s o  t h a t  a  g r e a t e r  a r e a  o f  s t e e l  i s  r e q u i r e d 5 s e c o n d l y  
t h e  i n c r e a s e d  f l e x i b i l i t y  o f  t h e  b u i l d i n g  r e s u l t s  i n  
l a r g e r  d e f l e c t i o n s  a n d ,  u n d e r  w i n d  l o a d i n g ,  i n c r e a s e d  
a m p l i t u d e  o f  s w a y  m o t i o n *  A c c e l e r a t i o n s  a s  l o w  a s  
0 # 0 0 1 g  c a n  b e  f e l t  a n d  c a n  c a u s e  d i s t r e s s  t o  t h e
M )
o c c u p a n t s  o f  t h e  u p p e r  s t o r e y s  o f  a  b u i l d i n g v %  F o r  
a  f o r t y  s t o r e y  b u i l d i n g  w i t h  a  f o U i *  s e c o n d  p e r i o d  o f  
v i b r a t i o n  a n  a c c e l e r a t i o n  o f  0 * 0 0 1 g  c o r r e s p o n d s  t o  a n  
a m p l i t u d e  o f  s w a y  o f  0 * 1 6  i n c h .
T h e  f r a m e d  b u i l d i n g  c a n  b e  s t i f f e n e d  c o n s i d e r a b l y  
b y  i n f i l l i n g  s o m e  o f  t h e  f r a m e s  w i t h  b r i c k w o r k  b u t  i f  a  
w a l l  i s  t o  b e  c o n s t r u c t e d  i t  w o u l d  b e  m o r e  l o g i c a l  t o  
d i s p e n s e  w i t h  t h e  f r a m e  e n t i r e l y  a n d  u s e  t h e  w a l l  a s  t h e  
s t r u c t u r a l  e l e m e n t .  B e c a u s e  s u c h  w a l l s  a r e  u s e d  p r i m a r i l y  
t o  r e s i s t  s h e a r  f o r c e s ,  t h e y  a r e  k n o w n  a s  s h e a r  w a l l s .
T h e y  m a y  b e  c r u d e l y  c o n c e i v e d  a s  a  v e r t i c a l  b e a m  
c a n t i l e v e r e d  f r o m  t h e  f o u n d a t i o n s .
I t  i s  u s u a l  t o  d e s i g n  t h e  b u i l d i n g  s o  t h a t  t h e  
s h e a r  w a l l s  c a r r y  s o m e  o r  a l l  o f  t h e  v e r t i c a l  l o a d s  i n  
a d d i t i o n  t o  t h e  w i n d  l o a d s .  M o s t  c o d e s  o f  p r a c t i c e  
a l l o w  t h e  u s e  o f  h i g h e r  w o r k i n g  s t r e s s e s  w h e n  c o n s i d e r i n g  
w i n d  l o a d s  t h a n  w h e n  d e a d  l o a d s  a l o n e  a r e  a c t i n g .  T h u s  
i t  i s  o f t e n  p o s s i b l e  t o  s o  a r r a n g e  t h e  s t r u c t u r e  t h a t  t h e  
d e t a i l i n g  o f  t h e  s h e a r  w a l l  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  d e a d  a n d  
o t h e r  v e r t i c a l  l o a d s .
W h i l s t  t h e  u s e  o f  s h e a r  w a l l s  m a y  g i v e  a n  
e c o n o m i c  a n d  c o n c e p t u a l l y  s i m p l e  s t r u c t u r e 9 p r o b l e m s  
a r i s e  w h e n  c o n s i d e r i n g  t h e i r  d e t a i l e d  d e s i g n .  W h a t  
r e s t r a i n t  d o  t h e  f o u n d a t i o n s  o f f e r ?  W h a t  a r e  t h e  
a c t u a l  l o a d s  i m p o s e d  b y  t h e  w i n d ?  I n  w h a t  f a s h i o n  i s
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t h e  w i n d  l o a d  t r a n s m i t t e d  t o  t h e  s h e a r  w a l l ?  H o w  d o  
d o o r  o p e n i n g s  a n d  o t h e r  s t r e s s  r a i s e r s  a f f e d t  t h e  s t r e s s  
f i e l d ?  H o w  d o e s  s t e e l  r e i n f o r c e m e n t  a f f e c t  t h e  
b e h a v i o u r  o f  t h e  w a l l ?  T h e r e  a r e  s o  m a n y  i m p o n d e r a b l e s  
i n  q u e s t i o n s  c o n c e r n i n g  t h e  e f f e c t  o f  t h e  f o u n d a t i o n s  
a n d  p r e c i s e  n a t u r e  o f  t h e  l o a d s  t h a t ,  t o  o b t a i n  a n y  
a n s w e r ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  m a k e  s w e e p i n g  a s s u m p t i o n s .  
C o n s e q u e n t l y  a n s w e r s  t o  q u e s t i o n s  a b o u t  t h e  s t r e s s e s  a n d  
r e i n f o r c e m e n t  s h o u l d  b e  t a k e n  a s  i n d i c a t i v e  r a t h e r  t h a n  
a b s o l u t e .
S u c h  s t r i c t u r e s  u p o n  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  a n a l y s i s  
o f  s h e a r  w a l l s  a r e ,  o f  c o u r s e ,  e q u a l l y  p e r t i n e n t  t o  
v i r t u a l l y  a l l  s t r u c t u r a l  a n a l y s i s .  T h e  u s e ,  t h e r e f o r e ,  
o f  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  w h i c h  r e q u i r e  f u r t h e r  a s s u m p t i o n s  
c a n  s e r v e  o n l y  t o  c o m p o u n d  t h e  u n c e r t a i n t y  a s  t o  t h e  
r e l e v a n c e  o f  t h e  r e s u l t s  t o  t h e  a c t u a l  b u i l d i n g .  
F u r t h e r m o r e  i t  i s  o n l y  b y  t h e  u s e  o f  a c c u r a t e  t e c h n i q u e s  
o f  a n a l y s i s  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  m a k e  i n f o r m e d  
j u d g m e n t s  b e t w e e n  c o m p e t i n g  d e s i g n s .
D e s p i t e  t h e i r  l i m i t e d  u t i l i t y ,  m u c h  e f f o r t  h a s  
b e e n  d e v o t e d  t o  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  
f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  s h e a r  w a l l s .  S h e a r  w a l l s  c o m m o n l y  
h a v e  d o o r  o r  w i n d o w  o p e n i n g s ,  o n e  a b o v e  a n o t h e r ,  a t  
e v e r y  s t o r e y .  S u c h  a n  a r r a n g e m e n t  m a y  b e  a p p r o x i m a t e d  
b y  t w o  w a l l s ,  j o i n e d  b y  b e a m s  w h i c h  p r o v i d e  e l a s t i c
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c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e m #  C h i t t y ^  d e v e l o p e d  a  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  c o n v e n t i o n a l  f r a m e d  
b u i l d i n g  s u b j e c t e d  t o  w i n d  l o a d s *  B y  m o d i f y i n g  t h e  
t e c h n i q u e  t d  t a k e  i n t o  a c d o u n t  S h e a r  d e f o r m a t i o n  i n  
t h e  w a l l s ,  B e c k ^ ’ ^ ,  R o s m a n ^ * ^  a n d  o t h e r s  o b t a i n e d  
s o l u t i o n s  f o r  s y s t e m s  o f  c o u p l e d  s h e a r  w a l l s .
U s e d  w i t h  c a r e  t h e s e  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  c a n  
g i v e  a  r e a s o n a b l e  e s t i m a t e  o f  t h e  d e f l e c t i o n s  t o  b e  
e x p e c t e d  a n d  t h e y  m a y ,  t h e r e f o r e ,  b e  o f  v a l u e  i n  
p r e l i m i n a r y  d e s i g n  s t u d i e s .  T h e y  c a n n o t ,  h o w e v e r ,  
g i v e  a  r e a l i s t i c  a s s e s s m e n t  o f  t h e  s t r e s s e s  t o  b e  
e x p e c t e d .  I n  t h e  n e i g h b o u r h o o d  o f  t h e  o p e n i n g s  a n d  a t  
t h e  f o u n d a t i o n s ,  s t r e s s e s  w i l l  o c c u r  w h i c h  b e a r  l i t t l e  
r e s e m b l a n c e  t o  t h o s e  c a l c u l a t e d  u s i n g  B e r n o u l l i ' s  t h e o r y  
o f  b e n d i n g .
I f  a d a p t a t i o n  o f  t e c h n i q u e s  u s e d  f o r  t h e  a n a l y s i s  
o f  s k e l e t a l  f r a m e s  i s  u n a b l e  t o  g i v e  s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s ,  
t h e n  r e c o u r s e  m u s t  b e  h a d  t o  t h e  t e c h n i q u e s  d e r i v e d  f r o m  
t h e  t h e o r y  o f  e l a s t i c i t y .  T h e  b a s i c  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n  o f  p l a n e  e l a s t i c i t y  i s  t h e  b i h a r m o n i c  e q u a t i o n ^
^  (A  $
— Xjr* +  2  2  1 2  +  t p  ~  o  ( 1 )
dx dx dy  d y
T h i s  e q u a t i o n ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,
e n a b l e s  t h e  v a l u e  o f  t h e  A i r y  s t r e s s  f u n c t i o n ,  t o  b e  
f o u n d  i n  t e r m s  o f  t h e  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  x  a n d  y .
wm C) M
F o r  a  S o l u t i o n  t o  b ©  p o s s i b l e  t h e  v & l u e  o f  $  a n d  i t s  
n o r m a l  d e r i v a t i v e  m u s t  b e  k n o w n  a t  a l l  p o i n t s  r o u n d  t h ©  
b o u n d a r y *  T h i s  r e q u i r e s  a  k n o w l e d g e  o f  t h e  n o r m a l  a n d  
s h e a r  s t r e s s e s  r o u n d  t h e  b o u n d a r y *  E x c e p t  i n  t h e  v e r y  
s i m p l e s t  c a s e s  d i r e c t  i n t e g r a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 1 )  i s  
n o t  p o s s i b l e  a n d  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  u s e  a n  a p p r o x i m a t e  
n u m e r i c a l  m e t h o d ,  u s u a l l y  f i n i t e  d i f f e r e n c e s .
T h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  < /  a n d  i t s  d e r i v a t i v e s  o n  t h e  
b o u n d a r y  i s  s t r a i g h t f o r w a r d  w h e r e  t h e  b o u n d a r y  s t r e s s e s  
a r e  k n o w n $  b u t  i m p o s s i b l e  w h e r e  t h e  d e f l e c t i o n s  a r e  
d e f i n e d ,  a s  a t  f o u n d a t i o n s .  C o n s e q u e n t l y  t h ©  s t r e s s  
f u n c t i o n  i s  o f  l i m i t e d  u t i l i t y .
A n  a l t e r n a t i v e  f o r m u l a t i o n  m a y  b e  d e r i v e d  f r o m  
t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  e q u i l i b r i u m  i n  t e r m s  o f  
t h e  d e f l e c t i o n s ,  u  a n d  v s ~
d ^ u  d ^ y  d ^ u
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i n  w h i c h  v  i s  P o i s s o n ! s  r a t i o .  T h e  d i s p l a c e m e n t s  o r  
t h e i r  f i r s t  d e r i v a t i v e s  a r e  t h e  r e q u i r e d  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s .  A s  w i t h  t h e  s t r e s s  f u n c t i o n ,  i t  i s  u s u a l l y  
n e c e s s a r y  t o  u s e  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  t o  o b t a i n  a  
s o l u t i o n .  T h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  v a l u e s  i s  
s i m p l e r  t h a n  f o r  t h e  s t r e s s  f u n c t i o n  e q u a t i o n ,  b u t
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p r o b l e m s  c a n  s t i l l  a r i s e ,  p a r t i c u l a r l y  a t  r e e n t r a n t  
c o r n e r s *
T h e  d i f f i c u l t i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  a t t e m p t s  t o  
a p p l y  t h e  b a s i c  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  t o  p r a c t i c a l
p r o b l e m s  l e d  f i r s t  t o  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  l a t t i c e
do') (11)
a n a l o g i e s  o f  M c H e n r y  a n d  H r e n n i k o f f ^  .  T h e s e
r e p l a c e  t h e  c o n t i n u u m  w i t h  a  d i s c r e t e  s t r u c t u r e .  A s
w h e n  u s i n g  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  t h e  w a l l  i s  d i v i d e d  i n t o
s q u a r e s .  E a c h  s m a l l  e l e m e n t  i s  t h e n  r e p l a c e d  b y  a
s q u a r e  p i n - j o i n t e d  f r a m e  w i t h  t w o  d i a g o n a l  m e m b e r s ,
w h i c h  i s  j o i n e d  t o  a d j a c e n t  f r a m e s  a t  i t s  c o r n e r s
( f i g  1 a ) .  T h e  p r o p o r t i o n s  o f  t h e  p i n - e n d e d  m e m b e r s
a r e  c h o s e n  s o  t h a t  t h e  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  f r a m e  a n d
t h e  e l e m e n t  i t  r e p l a c e s  a r e  i d e n t i c a l  u n d e r  t h e  a c t i o n
o f  a  u n i f o r m  d i r e c t  s t r e s s  a n d  a  p u r e  s h e a r .  F o r  t h e
s i m p l e  f r a m e  t h i s  c a n  o n l y  b e  a c h i e v e d  i f  P o i s s o n * s
r a t i o  i s  1 / 3 ,  b u t  b y  u s i n g  f o u r  a d d i t i o n a l  b a r s  a s
i n  f i g  1 b ,  H r e n n i k o f f  s h o w s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  m o d e l
a n y  v a l u e  o f  P o i s s o n ! s  r a t i o .  T h e  a r e a  o f  t h e
a d d i t i o n a l  b a r s  v a r i e s  b e t w e e n  +- o o ,  ( c o r r e s p o n d i n g  t o
a n d  n e g a t i v e  v a l u e s  f o r  v  l e s s  t h a n  1 / 3 #
I n  s e e k i n g  t o  j u s t i f y  t h e  u s e  o f  t h e  l a t t i c e ,  
M c H e n r y  s h o w s  t h a t  t h e  e q u i l i b r i u m  e q u a t i o n s  f o r  a  n o d e  
o f  t h e  l a t t i c e  i n  t h e  i n t e r i o r  o f  a  r e c t a n g u l a r  d o m a i n  
a r e  i d e n t i c a l  t o  t h e  u s u a l  f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  
d e r i v e d  f r o m  e q u a t i o n s  0 .
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F i g  1 A  T H E  M c H E N R Y  L A T T I C E
F i g  1 B T H E  H R E N N I K O F F  L A T T I C E
-  1 2  -
B e c a u s e  t h e  l a t t i c e  a n a l o g y  r e p l a c e s  a  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n  p r o b l e m  b y  a  s t r u c t u r a l  o n e ,  m o s t  o f  t h e  
d i f f i c u l t i e s  w i t h  b o u n d a r i e s ,  r e e n t r a n t  c o r n e r s  a n d  t h e  
l i k e ,  b e c o m e  t r i v i a l .  I t  a l s o  b e c o m e s  p o s s i b l e  t o  
r e p r e s e n t  r e i n f o r c i n g  s t e e l  a n d  v a r i a t i o n s  i n  t h i c k n e s s .  
T h e  p r i n c i p a l  l i m i t a t i o n  o n  t h e  u s e  o f  t h e  l a t t i c e  
a n a l o g y  i s  t h a t  t h e  l a t t i c e s  m u s t  b e  s q u a r e .  T h i s  
m e a n s  t h a t  a l l  t h e  d i m e n s i o n s  o f  a  p r o b l e m  m u s t  b e  
m u l t i p l e s  o f  t h e  l a t t i c e  s i z e ,  s o  t h a t  i t  m a y  b e  
n e c e s s a r y  t o  u s e  a  v e r y  s m a l l  l a t t i c e  o r  s o m e  d i m e n s i o n s  
o f  t h e  p r o b l e m  m a y  h a v e  t o  b e  m o d i f i e d  t o  f i t  a  l a r g e r  
m o d u l e .
T h e  m o s t  s e r i o u s  f a i l i n g  o f  t h e  l a t t i c e ,  h o w e v e r ,  
i s  t h a t  i t  i s  t o o  s t i f f .  C o n s e q u e n t l y  a  s m a l l  l a t t i c e  
w i l l  b e  r e q u i r e d  t o  g e t  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  
s t r e s s  d i s t r i b u t i o n .  A t t e m p t s  t o  i m p r o v e  o n  t h e  
l a t t i c e  a n a l o g y  l e d  t o  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  f i n i t e  e l e m e n t s  
a s  t h e y  a r e  k n o w n  t o d a y .  I t  w i l l  b e  a p p r e c i a t e d  t h a t  
t h e  u s e  o f  a n  a n a l o g o u s  l a t t i c e ,  w h i l s t  i t  a i d s  
c o m p r e h e n s i o n ,  i s  n o t  n e c e s s a r y .  I f  i t  i s  d i s p e n s e d  
w i t h  i t  b e c o m e s  p o s s i b l e  t o  c o n s i d e r  e l e m e n t s  w h i c h  m a y  
b e  t r i a n g u l a r  o r  r e c t a n g u l a r .  T w o  b a s i c  a p p r o a c h e s  a r e  
p o s s i b l e ,  i n  t h e  f i r s t  o f  w h i c h  t h e  e l e m e n t  i s  s u p p o r t e d  
i n  a  s t a t i c a l l y  d e t e r m i n a t e  m a n n e r  a n d  a  v a r i e t y  o f  
i n d e p e n d e n t  s t r e s s  p a t t e r n s  a p p l i e d .  T h e  n o d a l  f o r c e s
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a n d  d i s p l a c e m e n t s ,  a n d  h e n c e  t h e  s t i f f n e s s  m a t r i x *  a t 4©  
t h e n  d e t e r m i n e d .  I n  t h e  s e c o n d  a p p r o a c h ,  a  v a r i e t y  o f  
d i s p l a c e m e n t  p a t t e r n s  a r e  a p p l i e d  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
n o d a l  f o r c e s  a n d  d i s p l a c e m e n t s  d e t e r m i n e d  a s  b e f o r e .  
D e t a i l s  o f  t h e  t w o  a p p r o a c h e s  a r e  g i v e n  b y  C l o u g h ^ 2 , 1 3 )  
a n d  o t h e r s .  A l t e r n a t i v e  d e r i v a t i o n s ,  w h i c h  r e q u i r e  
c o n s i d e r a b l y  l e s s  a l g e b r a i c  a n d  a r i t h m e t i c  m a n i p u l a t i o n  
a r e  g i v e n  i n  P a r t  I I  f o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  s q u a r e  
e l e m e n t s .
M e l o s h ^  ^ s h o w s  t h a t  t o  e n s u r e  m o n o  t o n i c  
c o n v e r g e n c e  a s  t h e  p r o b l e m  i s  s u b - d i v i d e d  i n t o  s m a l l e r  
e l e m e n t s ,  t h e  d i s p l a c e m e n t s  m u s t  b e  c o n t i n u o u s  o v e r  t h e  
e l e m e n t  a n d  m u s t  m a i n t a i n  c o m p a t i b i l i t y  w i t h  a d j a c e n t  
e l e m e n t s .  T h e  d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t  ( d e r i v e d  f r o m  
a s s u m e d  d i s p l a c e m e n t  p a t t e r n s )  s a t i s f i e s  t h e s e  c o n d i t i o n s ,  
b u t  t h e  s t r e s s  e l e m e n t  d o e s  n o t .  C o n s e q u e n t l y  t h e  u s e  
o f  t h e  s t r e s s  e l e m e n t  m a y  b e  e x p e c t e d  t o  y i e l d  r e s u l t s  
i n f e r i o r  t o  t h e  r e s u l t s  f r o m  t h e  d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t .
T h e  s h o r t c o m i n g s  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t  a r i s e  
f r o m  t h e  l i m i t e d  n u m b e r  o f  d i s p l a c e m e n t  p a t t e r n s  u s e d  i n  
i t s  d e r i v a t i o n .  T h i s  r e s u l t s  n o t  o n l y  i n  a  l o s s  o f  
e q u i l i b r i u m  i n  t h e  i n t e r i o r  o f  t h e  e l e m e n t ,  b u t  a l s o  
m a k e s  t h e  e l e m e n t  a p p e a r  t o o  s t i f f  ( t h o u g h  l e s s  s t i f f  
t h a n  t h e  l a t t i c e ) .  T h e  u s e  o f  m o r e  e l a b o r a t e
"j [j* «t
d i s p l a c e m e n t  f u n c t i o n s  w h i c h  w o u l d  a l l o w  t h e  i n t e r i o r  
o f  t h e  e l e m e n t  t o  b e  i n  e q u i l i b r i u m  w h i l s t  s t i l l  
m a i n t a i n i n g  s t r a i g h t  b o u n d a r i e s  ( s o  a s  n o t  t o  l o s e  
c o m p a t i b i l i t y  w i t h  a d j a c e n t  e l e m e n t s )  c o u l d  b e  e x p e c t e d  
t o  g i v e  a n  i m p r o v e d  e l e m e n t .
W h a t e v e r  f o r m  o f  f i n i t e  e l e m e n t  i s  c h o s e n  t o  
m o d e l  t h e  s h e a r  w a l l ,  t h e  c o n t i n u u m  p r o b l e m  i s  r e p l a c e d  
b y  a  d i s c r e t e  s t r u c t u r a l  o n e  w h i c h  m u s t  b e  s o l v e d  t o  
g i v e  t h e  d i s p l a c e m e n t s  a n d  s t r e s s e s  i n  t h e  w a l l .
T h e  s o l u t i o n  s a t i s f y i n g  t h e  t w i n  r e q u i r e m e n t s  o f  
j o i n t  c o m p a t i b i l i t y  a n d  j o i n t  e q u i l i b r i u m  c a n  b e  
a p p r o a c h e d  e i t h e r  b y  f i r s t  e n s u r i n g  e q u i l i b r i u m  a t  t h e  
e x p e n s e  o f  c o m p a t i b i l i t y  a n d  t h e n  a d j u s t i n g  t h e  s o l u t i o n  
t o  r e s t o r e  c o m p a t i b i l i t y  ( t h e  f l e x i b i l i t y  o r  f o r c e  m e t h o d )  
o r  t h e  c o n v e r s e  ( t h e  s t i f f n e s s  o r  e q u i l i b r i u m  m e t h o d ) .
T h e  f l e x i b i l i t y  m e t h o d  i s  s u i t a b l e  f o r  s m a l l  p r o b l e m s ,  
b u t  f o r  s t r u c t u r e s  w i t h  m a n y  j o i n t s  a n d  m e m b e r s  t h e  
l a b o u r  o f  c a l c u l a t i n g  t h e  r e q u i r e d  f l e x i b i l i t y  i n f l u e n c e  
c o e f f i c i e n t s  i s  c o n s i d e r a b l e .  I n  c o n t r a s t ,  f o r m i n g  t h e  
e q u i l i b r i u m  e q u a t i o n s  f o r  t h e  s t i f f n e s s  a p p r o a c h  i s  
s t r a i g h t f o r w a r d ,  p a r t i c u l a r l y  o n  a  c o m p u t e r .  F u r t h e r m o r e ,  
t h e  n u m b e r  o f  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  w i l l  b e  a p p r o x i m a t e l y  
t h r e e  t i m e s  t h e  n u m b e r  o f  e l e m e n t s  f o r  t h e  f l e x i b i l i t y  
m e t h o d ,  a s  o p p o s e d  t o  a b o u t  t w i c e  f o r  t h e  s t i f f n e s s  
m e  t h o d •
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T h e  c o n c l u s i v e  a d v a n t a g e  o f  s t i f f n e s s  m e t h o d s ,  
h o w e v e r ,  l i e s  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  e q u a t i o n s  w h i c h  h a v e  
t o  b e  s o l v e d *  F o r  t h e  s t i f f n e s s  m e t h o d  t h e y  w i l l  b e  
f o u n d  t o  h a v e  m a n y  z e f o  c o e f f i c i e n t s  a n d  t h e  n o n - z e r o  
e n t r i e s  m a y  b e  a r r a n g e d  t o  l i e  c l o s e  t o  t h e  l e a d i n g  
d i a g o n a l  o f  t h e  m a t r i x .  T h u s  o n e  o f  t h e  m a n y  s p e c i a l  
t e c h n i q u e s  w h i c h  h a v e  b e e n  d e v i s e d  f o r  s o l v i n g  b a n d e d  
s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  m a y  b e  u s e d .  I n  c o n t r a s t  t h e  
m a t r i x  o f  i n f l u e n c e  c o e f f i c i e n t s  d e r i v e d  w h e n  u s i n g  t h e  
f l e x i b i l i t y  a p p r o a c h  w i l l  b e ,  i n  g e n e r a l ,  f u l l .  
C o n s e q u e n t l y  f l e x i b i l i t y  m e t h o d s  w i l l  n o t  b e  c o n s i d e r e d  
f u r t h e r .
I n  t h e  s t i f f n e s s  m e t h o d  t h e  e q u i l i b r i u m  o f  e a c h  
j o i n t  i n  t h e  s t r u c t u r e  i s  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  
j o i n t  d i s p l a c e m e n t s  a n d  t h e  a p p l i e d  l o a d s .  T h u s  t h e r e  
a r e  a s  m a n y  e q u a t i o n s  a s  e q u i l i b r i u m  c o n d i t i o n s ,  a n d  
t h e  u n k n o w n s  t o  b e  d e t e r m i n e d  a r e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
d e f l e c t i o n s .  T h e  d e f l e c t i o n s , ^ ,  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  
a p p l i e d  l o a d s ,  w ,  b y  t h e  s t i f f n e s s  m a t r i x ,  K s
K  <T *  w  ( 3 )
T h i s  m u s t  b e  s o l v e d  t o  g i v e  t h e  r e q u i r e d  d i s p l a c e m e n t s ,
$  -  I C 1  w .
T h e  m a t r i x  K  i s  k n o w n  t o  b e  s y m m e t r i c  a n d  p o s i t i v e  
d e f i n i t e .  B y  a  s u i t a b l e  c h o i c e  o f  j o i n t  n u m b e r i n g ,  i t  
c a n  a l s o  b e  a r r a n g e d  t o  b e  b a n d e d ,  w i t h  a l l  n o n - z e r o
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e l e m e n t s  c l u s t e r e d  a b o u t  t h e  l e a d i n g  d i a g o n a l .  A s  t h e  
m a j o r  p a r t  o f  t h e  c o m p u t a t i o n a l  e f f o r t  r e q u i r e d  i n  u s i n g  
f i n i t e  e l e m e n t s  l i e s  i n  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u i l i b r i u m  
e q u a t i o n s ,  i t  i s  i n d e e d  f o r t u n a t e  t h a t  t h e  v a s t  m a j o r i t y  
o f  t h e  t h e o r e t i c a l  w o r k ,  w h i c h  h a s  b e e n  d o n e  o n  t h e  
s o l u t i o n  o f  l a r g e  s y s t e m s  o f  s i m u l t a n e o u s  l i n e a r  e q u a t i o n s ,  
h a s  e x p l o i t e d  o n e  o r  m o r e  o f  t h e  a b o v e  p r o p e r t i e s #
I f  a  g o o d  a s s e s s m e n t  o f  t h e  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  
i n  a  s h e a r  w a l l  i s  r e q u i r e d ,  i t  w i l l  b e  n e c e s s a r y  t o  
u s e  a  l a r g e  n u m b e r  o f  e l e m e n t s ,  w h i c h  w i l l  r e s u l t  i n  a  
l a r g e  n u m b e r  o f  u n k n o w n  d i s p l a c e m e n t s .  A  t y p i c a l  
p r o b l e m  m i g h t  b e  d i v i d e d  i n t o  1 0 0 0  e l e m e n t s  s o  t h a t  n ,  
t h e  o r d e r  o f  K ,  w i l l  b e  i n  e x c e s s  o f  2 0 0 0 .  O b v i o u s l y  
i t  w o u l d  b e  q u i t e  i m p r a c t i c a l  t o  s e t  u p  t h e  c o m p l e t e
ft
s t i f f n e s s  m a t r i x  c o n t a i n i n g  b  x  1 0  n u m b e r s .  I t  w o u l d  
i n  a n y  c a s e  b e  m o s t  w a s t e f u l  a s  w e l l  o v e r  9 0 $  o f  t h e  
n u m b e r s  w o u l d  b e  z e r o .
P e r h a p s  t h e  s i m p l e s t  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  b a n d e d  
s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  i s  t o  p a r t i t i o n  t h e m  i n t o  a  t r i ­
d i a g o n a l  f o r m .  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  g i v e s  r i s e  t o  a  
p a r t i c u l a r l y  s i m p l e  r e c u r s i v e  a l g o r i t h m  w h e n  p a r t i c u l a r i z e d  
t o  s u c h  a  s y s t e m .  T h e  s t o r a g e  r e q u i r e m e n t  w i l l ,  h o w e v e r ,  
s t i l l  b e  c o n s i d e r a b l e .  F o r  e x a m p l e ,  i f  t h e  1 0 0 0  e l e m e n t s  
a r e  a r r a n g e d  i n  a  r e c t a n g u l a r  a r r a y  2 5  b y  b o  t h e n
1 1 0 8 6 ^+ l o c a t i o n s  w i l l  b e  r e q u i r e d  t o  h o l d  t h e  m a t r i c e s  
f o r  b a c k  s u b s t i t u t i o n  
2 1 3 2  l o c a t i o n s  w i l l  b e  r e q u i r e d  t o  h o l d  t h e  s o l u t i o n  
v e c t o r  a n d
8 1 1 2  l o c a t i o n s  w i l l  b e  r e q u i r e d  a s  w o r k  s p a c e *
W h i l s t  t h e  s e c o n d  a n d  t h i r d  i t e m s  c o u l d  b e  
a c c o m m o d a t e d  i n  t h e  m a i n  s t o r e  o f  m o s t  c o m p u t e r s ,  t h e  
f i r s t  w o u l d  r e q u i r e  t h e  u s e  o f  s o m e  f o r m  o f  b a c k i n g  
s t o r e ,  s u c h  a s  m a g n e t i c  t a p e  o r  d i s c .  A s  n e i t h e r  o f  
t h e  c o m p u t e r s  t h a t  w e r e  a v a i l a b l e  w h e n  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  
s t a r t e d  i n  1 9 6 1  h a d  a  b a c k i n g  s t o r e ,  i t  w a s  n e c e s s a r y  t o  
i n v e s t i g a t e  o t h e r  m e t h o d s .
I f  t h e  e l e m e n t s  i n t o  w h i c h  t h e  w a l l  f o r  a n a l y s i s
i s  d i v i d e d  a r e  a l l  t h e  s a m e  s i z e ,  t h e n  t h e  n u m b e r  o f
d i s t i n c t  e q u a t i o n s  i n  t h e  w h o l e  s y s t e m  w i l l  b e  l i m i t e d .
F o r  e x a m p l e  t h e  e q u a t i o n s  f o r  a l l  t h e  n o d e s  i n  t h e  
i n t e r i o r  w i l l  h a v e  t h e  s a m e  f o r m .  I n  a l l  t h e r e  w i l l  b e
b u t  f o u r t e e n  p a i r s  o f  e q u a t i o n s ?  f o u r  f o r  t h e  e d g e s 5
f o u r  f o r  e x t e r i o r  c o r n e r s  5 f o u r  f o r  i n t e r i o r  o r  r e e n t r a n t  
c o r n e r s |  o n e  f o r  t h e  g e n e r a l  i n t e r i o r  p o i n t ?  a n d  o n e  f o r  
a  f i x e d  p o i n t .  T h i s  m a k e s  i t e r a t i v e  m e t h o d s  v e r y  
a t t r a c t i v e ,  b o t h  f o r  h a n d  a n d  a i x t o m a t i c  c o m p u t a t i o n .  
I n d e e d ,  M c H e n r y ,  w r i t i n g  b e f o r e  t h e  a d v e n t  o f  e l e c t r o n i c  
c o m p u t e r s ,  s u g g e s t s  a  r e l a x a t i o n  t e c h n i q u e  s i m i l a r  t o  t h a t  
o f  S o u t h w e l l .  R e l a x a t i o n  t e c h n i q u e s  a r e  e s s e n t i a l l y
-  17 ~
1 8  -
i t e r a t i v e  m e t h o d s  i n  w h i c h  t h e  s p e c i a l  k n o w l e d g e  a n d  
e x p e r i e n c e  o f  t h e  c o m p u t e r  e r e  u s e d  t o  s e l e c t  t h e  s e q u e n c e  
i n  w h i c h  t h e  u n k n o w n s  a r e  a d j u s t e d  s o  a s  t o  a c c e l e r a t e  t h e  
c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s o l u t i o n .
F o r  a u t o m a t i c  c o m p u t i n g ,  h o w e v e r ,  i t  i s  n o t  u s u a l l y
p o s s i b l e  t o  i n c o r p o r a t e  a n y  l e a r n i n g  t e c h n i q u e s  i n t o  t h e  
p r o g r a m .  N o r  i s  i t  w o r t h  w h i l e  t o  m a k e  t h e  c o m p u t e r  
e x a m i n e  a l l  t h e  r e s i d u a l s  i n  o r d e r  t o  s e l e c t  t h e  s e q u e n c e  
i n  w h i c h  t h e  u n k n o w n s  a r e  a d j u s t e d .  I n s t e a d  i t  i s  u s u a l  
t o  r e l y  o n  p u r e l y  i t e r a t i v e  t e c h n i q u e s  i n  w h i c h  t h e  
u n k n o w n s  a r e  a d j u s t e d  a c c o r d i n g  t o  s o m e  p r e d e t e r m i n e d  
s e q u e n c e .
i n  w h i c h  A  i s  t h e  s q u a r e  m a t r i x  o f  c o e f f i c i e n t s ,  x  t h e  
v e c t o r  o f  u n k n o w n s  a n d  b  t h e  v e c t o r  o f  r i g h t  h a n d . s i d e s .  
T h e  m a t r i x  A  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s
i n  w h i c h  L  a n d  U  a r e  s t r i c t l y  l o w e r  a n d  u p p e r  t r i a n g u l a r  
a n d  D  i s  d i a g o n a l .  G a u s s - S e i d e l  i t e r a t i o n  i s  t h e n
P h y s i c a l l y  t h i s  c o r r e s p o n d s  t o  d e t e r m i n i n g  t h e  e q u i l i b r i u m  
p o s i t i o n  o f  o n e  j o i n t  a t  a  t i m e ,  a l l  o t h e r  j o i n t s  b e i n g  
c l a m p e d .
T h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  t o  b e  s o l v e d  i s  
A  x  -  b (b -)
( 5 )
( 6 )
-  19 -
W h i l s t  G a u s s - S e i d e l  i t e r a t i o n  i s  s u i t a b l e  f o r  s m a l l  
s y s t e m s  o f  w e 1 1 - c o n d i t i o n e d  e q u a t i o n s ,  t h e  n u m b e r  o f  
i t e r a t i o n s  r e q u i r e d  b e c o m e s  i m p o s s i b l y  g r e a t  f o r  l a r g e  
s y s t e m s  a n d  m e a n s  m u s t  b e  f o u n d  t o  a c c e l e r a t e  c o n v e r g e n c e .
T h e  m o s t  u s u a l  t e c h n i q u e  i s  s y s t e m a t i c  o v e r - r e l a x a t i o n s -
X m + 1  =  w  D ~ 1  ( b  -  U x m  - L x n + 1 )  -  ( w - 1 ) x m  ( 7 )
i n  w h i c h  t h e  o v e r - r e l a x a t i o n  f a c t o r ,  l i e s  b e t w e e n  1 * 0  
a n d  2 * 0 .  T h e  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  i s  c r i t i c a l l y  d e p e n d e n t  
o n  a n d  m u c h  e f f o r t  h a s  b e e n  e x p e n d e d  i n  d e v i s i n g  t e c h n i q u e s  
f o r  d e t e r m i n i n g  i t s  o p t i m u m  v a l u e  d u r i n g  t h e  i t e r a t i v e  
p r o c e s s ,  m o s t  o f  w h i c h  r e q u i r e  t h e  m a t r i x  A  t o  h a v e  Y o u n g ' s  
' P r o p e r t y  A ' *  S t r u c t u r a l  s t i f f n e s s  m a t r i c e s  c a n  a l w a y s  
b e  a r r a n g e d  t o  h a v e  b l o c k  ' P r o p e r t y  A '  a n d  s o  b l o c k  S O R  
s h o u l d  b e  u s e d  f o r  a n  i t e r a t i v e  s o l u t i o n .
W h a t e v e r  t y p e  o f  f i n i t e  e l e m e n t  i s  u s e d  t o  r e p r e s e n t  
t h e  s h e a r  w a l l ,  t h e  f i d e l i t y  o f  t h e  m o d e l  t o  t h e  a c t u a l  
s h e a r  w a l l  h a s  t o  b e  d e m o n s t r a t e d .  A l l  f i n i t e  e l e m e n t s  
a r e  d e r i v e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  m a t e r i a l  i s  l i n e a r  
a n d  e l a s t i c ,  w h e r e a s  c o n c r e t e ,  s t r i c t l y  s p e a k i n g ,  i s  
n e i t h e r .  M o s t  t e s t s  w h i c h  h a v e  b e e n  r e p o r t e d  h a v e  u s e d  
m o d e l s  m a d e  f r o m  P e r s p e x ,  a l u m i n i u m  o r ,  f o r  p h o t o -  
e l a s t i c  i n v e s t i g a t i o n s ,  e p o x y  r e s i n .  C o n c r e t e  i s  a  
n o t o r i o u s l y  d i f f i c u l t  m a t e r i a l  t o  u s e  f o r  m o d e l  t e s t s ,  
n o t  o n l y  b e c a u s e  i t  i s  n o n - l i n e a r  a n d  s u b j e c t  t o
— 2 0  —
h y s t e r e s i s  e f f e c t s ,  b u t  i t  i s  a l s o  p r a c t i c a l l y  i m p o s s i b l e  
t o  p r o d u c e  a  g e n u i n e l y  h o m o g e n e o u s  s p e c i m e n .  I t  i s  
t h e r e f o r e  n e c e s s a r y  t o  t a k e  a  l a r g e  n u m b e r  o f  r e a d i n g s  
o f  l o a d s  a n d  s t r a i n s  a n d  e x a m i n e  t h e  r e s u l t s  s t a t i s t i c a l l y .  
T h e  e f f e c t  o f  r e i n f o r c i n g  s t e e l ,  w h i c h  m u s t  c o n s i d e r a b l y  
m o d i f y  t h e  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  i n  a  w a l l ,  h a s  r e c e i v e d  n o  
s e r i o u s  c o n s i d e r a t i o n  i n  a n y  t h e o r e t i c a l  o r  e x p e r i m e n t a l  
i n v e s t i g a t i o n s  w h i c h  h a v e  c o m e  t o  l i g h t .
F r o m  t h e  f o r e g o i n g  i t  a p p e a r s  t h a t  t h e r e  a r e  t h r e e  
p a r t i c u l a r  p r o b l e m s  w o r t h y  o f  m o r e  d e t a i l e d  i n v e s t i g a t i o n .
1 )  T h e  e f f i c i e n c y  a n d  r e l i a b i l i t y  o f  
d i f f e r e n t  f i n i t e  e l e m e n t s .
2 )  T h e  e f f i c i e n c y  a n d  f e a s i b i l i t y  o f  
d i f f e r e n t  t e c h n i q u e s  f o r  s o l v i n g  l a r g e  
s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s .
3 )  T h e  v a l i d i t y  o f  t h e  s t r e s s  r e p r e s e n t a t i o n  
o b t a i n e d ,  p a r t i c u l a r l y  w i t h  r e f e r e n c e  t o  
s t e e l  r e i n f o r c i n g .
T h e s e  a r e  d i s c u s s e d  i n  P a r t s  I I ,  I I I ,  a n d  I V  
r e s p e c t i v e l y .
2 1  -
II
F I N I T E  E L E M E N T S
M o s t  p r a c t i c a l  p r o b l e m s  i n  p l a n e  e l a s t i c i t y  c a n n o t  
b e  s o l v e d  d i r e c t l y  f r o m  t h e  g o v e r n i n g  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  b e c a u s e  t h e y  h a v e  i r r e g u l a r  b o u n d a r i e s  o r  m i x e d  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  I n  s u c h  c a s e s  i t  i s  u s u a l  t o  e m p l o y  
a  f i n i t e  d i f f e r e n c e  t e c h n i q u e ,  r e p l a c i n g  t h e  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  b y  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s .  T h e  d e v e l o p m e n t  o f  
f i n i t e  d i f f e r e n c e  m e t h o d s  m a d e  p o s s i b l e  t h e  s o l u t i o n  o f  a  
l a r g e  c l a s s  o f  p r o b l e m s  p r e v i o u s l y  u n a p p r o a c h a b l e ,  b u t  a s  
s o  o f t e n  h a p p e n s  i n  E n g i n e e r i n g ,  p r a c t i c a l  p r o b l e m s  
b e c a m e  m o r e  c o m p l i c a t e d  s t i l l .
F i n i t e  d i f f e r e n c e s  a r e  e s s e n t i a l l y  a  m a t h e m a t i c i a n ^  
t e c h n i q u e  f o r  t a c k l i n g  t h e  s o l u t i o n  o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  n o t  d i r e c t l y  s o l u b l e .  T h e  c i r c u i t o u s  
c o n n e c t i o n  b e t w e e n  t h e  s t r e s s  f u n c t i o n  a n d  s t r e s s  a n d  
s t r a i n  m a k e s  e n g i n e e r s  u n s y m p a t h e t i c  t o  i t s  u s e ,  a n d  i t  
w a s  t w o  e n g i n e e r s  ( M c H e n r y  a n d  H r e n n i k o f f )  w h o  
i n d e p e n d e n t l y  p u b l i s h e d  i n  t h e  e a r l y  1 9 ^ 0 ’ s  a  q u i t e  
d i f f e r e n t  a p p r o a c h  t o  t h e  p r o b l e m .
T h e  t e c h n i q u e  p r o p o s e d  b y  M c H e n r y a n d  
( 1 1 )
H r e n n i k o f f  i s  e s s e n t i a l l y  a s  f o l l o w s s -  
T h e  a r e a  o f  t h e  p r o b l e m  i s  d i v i d e d  i n t o  s q u a r e s  b y  t w o  
s e t s  o f  p a r a l l e l  l i n e s  a t  r i g h t  a n g l e s  t o  o n e  a n o t h e r  
e q u a l l y  s p a c e d  a p a r t  a n d  p o s i t i o n e d  s o  t h a t  t h e  .
~ 2 2  ~
b o u n d a r i e s  o f  t h e  p r o b l e m  l i e  o n  o n e  o r  o t h e r  o f  t h e s e  
l i n e s .  N e x t  t h e  e l a s t i c  b e h a v i o u r  o f  t h e s e  s q u a r e  
e l e m e n t s  i s  d e t e r m i n e d  i n  t e r m s  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t s  
o f  t h e  c o r n e r s ,  t h e  e d g e  t r a c t i o n s  b e i n g  c o n v e r t e d  t o  
t h e i r  s t a t i c a l  e q u i v a l e n t s  a c t i n g  a t  t h e  c o r n e r s .  I f  
o n l y  u n i f o r m  d i r e c t  a n d  s h e a r  s t r e s s e s  a r e  c o n s i d e r e d  
t h e  s q u a r e  e l e m e n t  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  a  l a t t i c e  o f  p i n  
j o i n t e d  m e m b e r s  ( t h e  a n a l o g o u s  l a t t i c e ) .  T h i s  
f a c i l i t a t e s  a p p r e c i a t i o n  o f  t h e  t e c h n i q u e  s i n c e  i t  
r e d u c e s  t h e  c o n t i n u u m  p r o b l e m  t o  a  m o r e  f a m i l i a r  t y p e  
o f  s k e l e t a l  s t r u c t u r e ,  w h i c h  c a n  b e  s o l v e d  b y  a n y  o f  
t h e  s t a n d a r d  t e c h n i q u e s  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  r e d u n d a n t  
f r a m e s .
T h e  a n a l o g o u s  l a t t i c e  t a k e s  i t s  s i m p l e s t  f o r m  
f o r  a  v a l u e  o f  P o i s s o n ’ s  r a t i o  (  v  )  o f  1 / 3 .  H r e n n i k o f f  
s h o w s  t h a t  b y  i n t r o d u c i n g  a d d i t i o n a l  b a r s  a s  s h o w n  i n  
f i g  1 b  a n d  w h o s e  a r e a ,  v a r i e s  b e t w e e n  i n f i n i t y  a n d  n e g a t i v e  
v a l u e s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  m o d e l  a n y  v a l u e  o f  P o i s s o n ’ s  
r a t i o  b e t w e e n  i t s  t h e o r e t i c a l  l i m i t s  o f  -J- a n d  a e r o .  
M c H e n r y ,  h o w e v e r ,  p o i n t s  o u t  t h a t  a l t h o u g h  t h e  u s e  o f  a n  
i n c o r r e c t  v a l u e  f o r  v  w i l l  r e s u l t  i n  t h e  d e f l e c t i o n s  
b e i n g  i n  e r r o r ,  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  s t r e s s e s  w i l l  b e  b u t  
l i t t l e  a f f e c t e d .  T h i s  c o n c l u s i o n  w a s  c o n f i r m e d  b y  
n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t s  o n  s h e a r  w a l l  p a n e l s .  C o n t o u r  
m a p s  o f  t h e  d i f f e r e n c e  i n  p r i n c i p a l  s t r e s s e s  w e r e
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p r o d u c e d  f o r  t h e  s a m e  w a l l  u s i n g  v a l u e s  o f  v  o f  1 / 3  a n d  
1 / 6 .  T h e  m a p s  w e r e  i n d i s t i n g u i s h a b l e  e v e n  i n  t h e  
v i c i n i t y  o f  t h e  s t r e s s  c o n c e n t r a t i o n s *  ( S e e  f i g .  1 c )
I t  s h o u l d  a l s o  b e  p o i n t e d  o u t  t h a t  w i t h  t h e  
a d d i t i o n a l  b a r s  H r e n n i k o f f ! s  l a t t i c e  i s  a  c r i t i c a l  f o r m ,  
s i n c e  t h e  f o u r  i n t e r i o r  j o i n t s  c a n  b e  m o v e d  i n f i n i t e s i m a l l y  
w i t h o u t  s t r e s s i n g  t h e  s t r u c t u r e .  T h u s  i t  i s  n e c e s s a r y  
t o  p r o v i d e  c o n s t r a i n t s  w h i c h  a l l o w  t h e  i n t e r i o r  j o i n t s  
t o  m o v e  o n l y  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e i r  a s s o c i a t e d  
d i a g o n a l  b e f o r e  t h e  l a t t i c e  c a n  b e  a n a l y s e d  a s  a.  s t r u c t u r e .
A l t h o u g h  M c H e n r y  s h o w s  t h a t  t h e  s t i f f n e s s  e q u a t i o n s  
f o r  a  n o d e  o f  t h e  l a t t i c e  o n  t h e  i n t e r i o r  o f  t h e  p r o b l e m  
a r e  i d e n t i c a l  t o  t h e  u s u a l  f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s ,  
t h e  l a t t i c e  i s  c o n s i d e r a b l y  s t i f f e r  t h a n  t h e  c o n t i n u o u s  
m a t e r i a l  s o  t h a t  a  v e r y  f i n e  s u b - d i v i s i o n  o f  t h e  p r o b l e m  
w i l l  b e  n e c e s s a r y  t o  g e t  a  g o o d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  
s t r e s s e s .  T h i s  e x c e s s i v e  s t i f f n e s s  i s  a  d i r e c t  
c o n s e q u e n c e  o f  t h e  l i m i t e d  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  a l l o w e d  t o  
t h e  e l e m e n t .  A n y  p o r t i o n  o f  a  c o n t i n u u m  h a s  a n  i n f i n i t e  
n u m b e r  o f  d e g r e e s  o f  f r e e d o m ,  t h e  a n a l o g o u s  l a t t i c e  b u t  
t w o .  T h i s  s u g g e s t s  t h a t  a n  i m p r o v e d  t h e o r e t i c a l  m o d e l  
c o u l d  b e  o b t a i n e d  b y  a l l o w i n g  a d d i t i o n a l  f r e e d o m s *  W i t h  
t h e  w i d e s p r e a d  a d o p t i o n  o f  m a t r i x  m e t h o d s  b y  s t r u c t u r a l  
e n g i n e e r s  a n d  t h e  i m p r o v e d  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  p r i n c i p l e  
o f  v i r t u a l  w o r k ,  t h e  w a y s  i n  w h i c h  t h i s  c o u l d  b e  d o n e
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b e c a m e  a p p a r e n t ,  a n d  s o  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  a s  w e  k n o w  
i t  t o d a y  w a s  e s t a b l i s h e d .
N o t  o n l y  d i d  t h e  n e w  t e c h n i q u e s  l e a d  t o  a m o d e l  
e l e m e n t  w i t h  a  m o r e  r e a l i s t i c  s t i f f n e s s ,  b u t  t h e y  a l s o  
m a d e  i t  p o s s i b l e  t o  f o r m u l a t e  t h e  s t i f f n e s s  m a t r i x  f o r  
a r b i t r a r y  t r i a n g u l a r  o r  q u a d r i l a t e r a l  e l e m e n t s ,  a s  
o p p o s e d  t o  t h e  n e c e s s a r i l y  s q u a r e  l a t t i c e  e l e m e n t s .
( 1 5 )
T h e f i r s t  a p p r o a c h ,  p u b l i s h e d  b y  T u r n e r  e t  a l  
i n  1 9 5 6 ,  wa.s e s s e n t i a l l y  a n  e x t e n s i o n  o f  t h a t  i x s e d  i n  
d e r i v i n g  t h e  l a t t i c e  a n a l o g y .  F o r  a  q u a d r i l a t e r a l  
e l e m e n t ,  a d d i t i o n a l  s t r e s s  p a t t e r n s  a r e  u s e d  -  u s u a l l y  
b e n d i n g  i n  h o r i z o n t a l  a n d  v e r t i c a l  d i r e c t i o n s  ~ a s  w e l l  
a s  d i r e c t  s t r e s s e s  i n  t w o  d i r e c t i o n s  a n d  a  p u r e  s h e a r .
T h e  i n t r o d u c t i o n  o f  b e n d i n g  s t r e s s  p a t t e r n s  i m p l i e s  t h a t  
t h e  i n i t i a l l y  s t r a i g h t  b o u n d a r i e s  o f  t h e  e l e m e n t  b e c o m e  
c u r v e d  s o  t h a t  w h e n  t h e  e l e m e n t s  a r e  a s s e m b l e d  t h e r e  w i l l  
b e  a  l o s s  o f  c o m p a t i b i l i t y  a l o n g  t h e  b o u n d a r i e s  b e t w e e n  
a d j a c e n t  e l e m e n t s  ( t h o u g h  n o t ,  o f  c o u r s e ,  a t  t h e  n o d e s ) .  
C o n s e q u e n t l y  t h i s  e l e m e n t  i s  t o o  f l e x i b l e .  A m o r e  
i m p o r t a n t  l i m i t a t i o n  w a s  p o i n t e d  o u t  b y  M e l o s h  
i n  1 9 ^ 3  w h o  s h o w e d  t h a t  t o  e n s u r e  m o n o t o n i c  c o n v e r g e n c e  
o f  t h e  s o l u t i o n  a s  t h e  p r o b l e m  w a s  d i v i d e d  i n t o  
s u c c e s s i v e l y  f i n e r  g r i d s  o f  e l e m e n t s  i t  w a s  e s s e n t i a l  
f o r  t h e  d i s p l a c e m e n t s  e v e r y w h e r e  t o  b e  s i n g l e  v a l u e d ,  
a  c o n d i t i o n  w h i c h  c a n n o t  b e  s a t i s f i e d  i f  t h e r e  i s  a  
l o s s  o f  c o m p a t i b i l i t y  b e t w e e n  a d j a c e n t  e l e m e n t s .
Tn 1 9 ^ 0  a i o u g h ^ 2 ) p u b l i s h e d  a n  a l t e r a t i v e  
a p p r o a c h  t o  t h o  d e r i v a t i o n  o f  f i n i t e  e l e m e n t  s t i f f n e s s  
m a t r i c e s  w h i c h  e n s u r e d  c o m p a t i b i l i t y  b e t w e e n  e l e m e n t s  
a n d  s o  o v e r c a m e  t h e  m a j o r  l i m i t a t i o n s  o f  t h e  p r e v i o u s  
t e c h n i q u e #  I n  t h i s  s e c o n d  m e t h o d  a  v a r i e t y  o f  
d i s p l a c e m e n t  p a t t e r n s ®  a r e  u s e d  i n  p l a c e  o f  t h e  s t r e s s  
p a t t e r n s  o f  t h e  e a r l i e r  m o d e l *  F o r  a  r e c t a n g u l a r  
e l e m e n t  w i t h  s i d e s  p a r a l l e l  t o  t h e  c o o r d i n a t e  a x e s  
t h e s e  d i s p l a c e m e n t  p a t t e r n s  c a n  b e  c h o s e n  s o  t h a t  t h e  
i n i t i a l l y  s t r a i g h t  e d g e s  r e m a i n  s t r a i g h t ,  t h e  g e n e r a l  
f o r m  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  s u r f a c e  b e i n g  a  h y p e r b o l i c  
p a r a b o l o i d *  A l t h o u g h  t h i s  e l e m e n t  i s  m o r e  f l e x i b l e  t h a n  
t h e  l a t t i c e ,  i t  i s  s t i l l  t o o  s t i f f  b y  v i r t u e  o f  t h e  
l i m i t e d  n u m b e r  o f  d i s p l a c e m e n t  p a t t e r n s  u s e d  i n  i t s  
d e r i v a t i o n *  I n  a d d i t i o n  t h e r e  w i l l  a l s o  b e  a  b o d y  
f o r c e  a c t i n g  s i n c e  t h e  d i s p l a c e m e n t  p a t t e r n s  u s e d  d o  n o t  
a l l o w  t h e  i n t e r i o r  o f  t h e  e l e m e n t  t o  m o v e  t o  i t s  
e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n *
B e c a u s e  t h e r e  i s  n o  l o s s  o f  c o m p a t i b i l i t y  w h e n  
u s i n g  t h e  d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t s  t h e y  c a n  b e  c o n s i d e r e d  
a s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  t h e  R a y l e i g h - R i t z  m e t h o d .  T h e  
u n d e t e r m i n e d  d i s p l a c e m e n t  f u n c t i o n s  a r e  d e f i n e d  
i m p l i c i t l y  i n  t e r m s  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t s  a t  t h e  n o d e s  
o f  t h e  e l e m e n t s .
-  Z 7
F o r  b r e v i t y  i n  f u t u r e  d i s c u s s i o n ,  t h e  f i n i t e
e l e m e n t  d e r i v e d  f r o m  s t r e s s  p a t t e r n s  w i l l  b e  c a l l e d  t h e
’’s t r e s s  e l e m e n t 1’ , a n d  t h a t  d e r i v e d  f r o m  d i s p l a c e m e n t
p a t t e r n s ,  t h e  ’’d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t ” . T h e  d e t a i l e d
d e r i v a t i o n  o f  t h e  s t i f f n e s s  m a t r i c e s  f o r  t h e  l a t t i c e
a n d  b o t h  t y p e s  o f  f i n i t e  e l e m e n t  a r e  g i v e n  i n  t h e  p a p e r s
( 1 6  1 7 )
r e f e r r e d  t o  a b o v e  a n d  e l s e w h e r e '  9 A l t e r n a t i v e
d e r i v a t i o n s  a r e  g i v e n  b e l o w  f o r  s q u a r e  e l e m e n t s .  T h e s e  
d e r i v a t i o n s  y i e l d  t h e  s a m e  r e s u l t s  a s  t h e  m o r e  u s u a l  o n e s  
b u t  r e q u i r e  c o n s i d e r a b l y  l e s s  a l g e b r a i c  a n d  a r i t h m e t i c  
m a n i p u l a t i o n .
L a t t i c e  An a l o g yt*~ ** mum**-+mm awn —» nn uawwwwi
C o n s i d e r  a  s q u a r e  e l e m e n t  o f  m a t e r i a l  o f  s i d e  s  
a n d  t h i c k n e s s  t  a n d  t h e  a n a l o g o u s  l a t t i c e  c o m p o s e d  o f  
p i n  j o i n t e d  m e m b e r s  a s  s h o w n  i n  f i g  2 .  T h e  p r o b l e m  
i s  t o  p r o p o r t i o n  t h e  m e m b e r s  o f  t h e  l a t t i c e  s o  t h a t  i t  
d e f o r m s  i d e n t i c a l l y  t o  t h e  e l e m e n t  u n d e r  b o t h  a  u n i f o r m  
d i r e c t  s t r e s s  a n d  a  p u r e  s h e a r .  O b v i o u s l y  i f  t h e  
l a t t i c e  i s  t o  b e h a v e  i s o t r o p i c a l l y  t h e  f o u r  s i d e  
m e m b e r s  m u s t  b e  i d e n t i c a l ,  a n d  s o  a l s o  m u s t  t h e  t w o  
d i a g o n a l  m e m b e r s .
C o n s i d e r  f i r s t  t h e  c a s e  o f  a  u n i f o r m  d i r e c t
s t r e s s  o f  P / u n i t  a r e a  a c t i n g  o n  t h e  e l e m e n t  i n  t h e  x
& s  Pd i r e c t i o n .  T h e  e x t e n s i o n ,  0 x ,  w i l l  b e  ~ |r  w h e r e  E
ELEMENT OP MATERIAL AND THE 
CORRESPONDING LATTICE
i s  Y o u n g ' s  m o d u l u s . S y ,  t h e  e x t e n t ?  m  t h e  y  
d i r e c t i o n ,  w i l l  b e  -  *H|E, L e t  a n d  A D b e  t h e  
p r o d u c t  o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  a n d  Y o u n g * s  
m o d u l u s  f o r  t h e  s i d e  a n d  d i a g o n a l  m e m b e r s .  I f  t h e  
f o r c e  i n  t h e  v e r t i c a l  m e m b e r s  i s  F y  t h e n  f o r  t h e  l a t t i c e  
t h e  v e r t i c a l  e x t e n s i o n  i s ?
F ,rs  -  v P s  
y  =  A w =  E
'  F  _
v  E
t h e  f o r c e  i n  t h e  d i a g o n a l  m e m b e r s  c a n  b e  f o u n d  b y  
r e s o l v i n g  v e r t i c a l l y  a t  a  j o i n t *
* /2  v  P A n  
E
R e s o l v i n g  h o r i z o n t a l l y  w e  h a v e
w h e r e  F ^  i s  t h e  f o r c e  i n  t h e  h o r i z o n t a l  m e m b e r s
F tt s  s  P
=  p  S t  
2
E S t  
%  -  2 ( 1 + V ) ( 8 )
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The extension of the diagonal member is
$D =  $x , }  +  y  . }
'•>2 + 2
=  £ ~ 4 ~  ( 1  -  v )
E 02
=  h v L d i
A D
'  A n  =  t[z V P %  P E .ft Jt* | J ■ iHiM .!■m fii HI i .■■pimj
E P s  (1  - v )
S u b s t i t u t i n g  f o r  Apj a n d  s i m p l i f y i n g  g i v e s 8
A  _  I S J L 3 - L 8 .  ( Q ,
D ~  / h 2 n(1 - v )
I f  t h e  e l e m e n t  i s  n o w  s u b j e c t e d  t o  a  p u r e  s h e a r ,  
t h e  r e q u i r e d  s t i f f n e s s  o f  t h e  d i a g o n a l  m e m b e r s  c a n  b e  
f o u n d  i n  t h e  s a m e  f a s h i o n  a s
A -  J L s _ L
A D “ ( 1 + v ) ^ 2  ( 1 0 )
T h e  t w o  e x p r e s s i o n s  f o r  A ^  m a s t  b e  i d e n t i c a l *  T h u s
D
E t  s  =  a/2 V E t  S
( 1 + v ) a/*2 1
1
S i m p l i f y i n g ,  t h i s  g i v e s  j  i . e .  t h e  l a t t i c e  ca n ,  o n l y  
m o d e l  a  m a t e r i a l  w i t h  a  P o i s s o n ' s  r a t i o  o f  1 / 3 *  T h e  
v a l u e s  f o r  A ^  a n d  A 33 b e c o m e s  
Aj\j ^  E s  t  
Ad  »  i / 2  i  E s  t
- 3 1  **
F i n i t e  e l e m e n t  d e r i v e d  f r o m  s t r e s s  p a t t e r n s
F i g  3  s h o w s  a  s q u a r e  e l e m e n t  o f  s i d e  s ,  a n d  
t h i c k n e s s  t ,  s u p p o r t e d  i n  a  s t a t i c a l l y  d e t e r m i n a t e  
m a n n e r .  F i v e  s i m p l e  s t r e s s  p a t t e r n s  a n d  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  d e f o r m a t i o n s  o f  t h e  e l e m e n t  a r e  s h o w n  
i n  f i g
T h e r e  a r e  t w o  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  a t  e a c h  c o r n e r .  
T h e  c o r r e s p o n d i n g  f o r c e s  w i l l  b e  t h e  s t a t i c a l  e q u i v a l e n t  
a t  t h e  c o r n e r s  o f  t h e  e d g e  t r a c t i o n s  w h i c h  p r o d u c e  t h e  
s t r e s s  p a t t e r n s .  T h e  c r o s s - s t i f f n e s s  c o r r e s p o n d i n g  t o  
a n y  o t h e r  d i s p l a c e m e n t  i s  t h e  f o r c e  a c t i n g  a t  t h e  n o d e  
a n d  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h i s  d i s p l a c e m e n t .
A s  a n  e x a m p l e ,  t h e  s t i f f n e s s  o f  c o r n e r  1  i n  t h e  
h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n  m a y  b e  f o u n d  a s  f o l l o w s s -
I f  u n i t  v a l u e  o f  t h e  s t r e s s  p a t t e r n  , a l i s  
a p p l i e d ,  t h e  d i s p l a c e m e n t  v e c t o r  b e c o m e s g -
r  "u
U j
u k
Vk
u-
i
£
E
E
v
1
VS
E
vs
E
T h e  u n w a n t e d  v e r t i c a l  d i s p l a c e m e n t s  ( v k , v ^ )  
m a y  b e  m a d e  z e r o  b y  s u p e r i m p o s i n g  v  t i m e s  ! c 1 , s o
t h a t  t h e  d i s p l a c e m e n t s  a r e  n o w
3 2
F i g  3 F IN IT E  ELEMENT SUPPORTED IN  
STATICALLY DETERMINATE MANNER
-  33 -
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S t r e s s  p a t t e r n s  R e s u l t a n t  d i s p l a c e m e n t s
F i g  *+. A s s u m e d  s t r e s s  a n d  d e f o r m a t i o n  p a t t e r n s *
p
To r e d u c e  u 4 t o  z e r o ,  s u p e r i m p o s e  (1  )x  ! b !
j
( w h i c h  i n t r o d u c e s  a n  u n w a n t e d  d i s p l a c e m e n t  a t  u ^ )
1 -= v
a n d  —  -----------   x ’ e h  T he d i s p l a c e m e n t  v e c t o r  b e c o m e s
2(1  +  v )
i n  t u r n s
f i r s t  t h e n  _
0 0
-  0(1  -  v 2 ) 0
E
0 0
s  (1 - y 2 ) 2 s ( 1  -  v 2 )
E E
0 0
— ^
T h i s  i s  t h e  o n l y  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  s t r e s s  
p a t t e r n s  w h i c h  w i l l  r e d u c e  a l l  t h e  d i s p l a c e m e n t s  b u t  
o n e  t o  z e r o  a n d  i s  t h e r e f o r e  t h e  c o r r e c t  o n e .
T h e  h o r i z o n t a l  f o r c e  a c t i n g  a t  1  w i l l  c o m e  f r o m  
a n y  s h e a r  o n  k  1 , p l u s  a n y  h o r i z o n t a l  s t r e s s e s  o n  j  1 *
-  3 5  -
T h e i r  v a l u e s  a r e  
f r o m  ' a '
s  t  
2
f r o m  'b «  (1 -  v 2 ) -s-g £
f r o m  T o 1 0
f r o m  f d 1 0
f r o m  ’ e ’ s ,  t  1 -
h 1 + v
T h u s  t h e  s t i f f n e s s  i s  t h e  su m  o f  t h e s e  h o r i z o n t a l
f o r c e s  d i v i d e d  b y  t h e  h o r i z o n t a l  d i s p l a c e m e n t
s _ t  . s t  (1 _  v 2 s  S t  1 -  V 
2  u  T T 7
2  s  ( 1  -  v 2 )
E
- i _ t  j |  ( 4  _  v 2 )  +  (1 _ ( - M )
8 C 1 - V 2 ) L 3  i
T h e  c r o s s  s t i f f n e s s  t e r m s  a r e  c a l c u l a t e d  i n  a  
s i m i l a r  f a s h i o n s  f o r  e x a m p l e ,  t h e  v e r t i c a l  f o r c e  a t  
1  i s
f r o m  ' a *  0
f r o m  r b '  0
f r o m  k d  s t v
2
f r o m  ! d 1 0
f r o m  ' e '  s t  (1
-  3 ^
s
c r o s s  s t i f f n e s s  -  2
2
E
(12)
T h e s e  t w o  r e s u l t s  a n d  t h e  o t h e r s  c a l c u l a t e d  i n  
t h e  s a m e  w a y  a g r e e  w i t h  t h o s e  o f  C l o u g h  q u o t e d  i n  
r e f ,  ( 1 2 ) ,  T h e y  c o n s t i t u t e  o n e  c o l u m n  o f  t h e  c o m p l e t e  
s t i f f n e s s  m a t r i x ,  ( a n d  b y  M a x w e l l ' s  r e c i p r o c a l  t h e o r e m  
o n e  r o w  a l s o ) .  T h e o t h e r  c o l u m n s  a n d  r o w s  c a n  b e  f o u n d  
b y  i n s p e c t i o n ,  u s i n g  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  e l e m e n t  a n d  
t a k i n g  d u e  a c c o u n t  o f  s i g n s ,
E i n i  t e  e l e m e n t  d e r  i v e d  f  r  om d i  s  p l a c e m e n t  p a  t t e r  n s ,
T h e  d i s p l a c e m e n t  p a t t e r n s  u s e d  f o r  t h e  
c o n v e n t i o n a l  d e r i v a t i o n  o f  t h i s  e l e m e n t  a r e  s u c h  t h a t  
a n y  s t r a i g h t  l i n e  d r a w n  o n  t h e  u n s t r a i n e d  e l e m e n t  
p a r a l l e l  t o  a n  a x i s  r e m a i n s  s t r a i g h t  a l w a y s .
To d e t e r m i n e  t h e  s t i f f n e s s ,  a l l  d i s p l a c e m e n t s  
e x c e p t  o n e  a r e  s e t  t o  z e r o .  I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  t a k e  
t h e  o r i g i n  a t  t h e  l o w e r  l e f t  h a n d  c o r n e r  o f  t h e  e l e m e n t  
a n d  t o  m a k e  u n i t y  ( s e e  f i g  5 ) »  T h e  d i s p l a c e m e n t s  
a t  a n y  p o i n t  w i l l  t h e n  b e ;
F i g  ? •  
D i s p l a c e m e n t  e l e m e n t
3 8
u =(x,y) s2
( 1 3 )
V ( x , y )  =  0
S i n c e  t h e  d i s p l a c e m e n t s  a r e  e v e r y w h e r e  
p r e s c r i b e d ,  t h e r e  i s  n o  g u a r a n t e e  t h a t  e q u i l i b r i u m  w i l l  
b e  s a t i s f i e d  a t  a l l  p o i n t s  o n  t h e  i n t e r i o r  o f  t h e  
e l e m e n t o  T h e  t o t a l  f o r c e  a c t i n g  a t  a n y  n o d e  w i l l  t h u s  
b e  t h e  su m  o f  t h e  s t a t i c a l  e q u i v a l e n t  o f  t h e  e d g e  
t r a c t i o n s  p l u s  a  p r o p o r t i o n  o f  t h e  b o d y  f o r c e s  ( i f  a n y ) .
T h e  e d g e  t r a c t i o n s  a t  t h e  c o r n e r s  a r e  a s  f o l l o w s s -
T h e  s t r a i n s  a t  a n y  p o i n t  a r e
€  £ U  1
X  ~  d x  S 2
( 1 ^ )
T h e  c o r r e s p o n d i n g  s t r e s s e s  a r e . !
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cr E v  y  
■ 1 . 2  « 2 ( 1 5 )
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T h e s e a r e  s h o w n  i n  f i g  6 „
T h e  b o d y  f o r c e s  c a n t b e  f o u n d  f r o m  t h e  d i f f e r e n t i a l
e q u a t i o n s  o f e q u i l i b r i u m  1,n t e r m s o f  s t r e s s e s s -
i l x +  L I s l  +  x
dy
= 0
( 16 )
d cr 
— JL  
b y
0  T
+ + y  
o x
a  0
w h e r e  X ,  Y a r e  t h e  b o d y  f o r c e s  p e r  u n i t  v o l u m e  i n  t h e  x  
a n d  y  d i r e c t i o n s .  Now
d cr
«  0
o x
d T
_ J S E  =
a y
X =  0  e v e r y w h e r e  i n  t h e  e l e m e n t .
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V e r t i c a l  e d g e  t r a c t i o n s
F i g  6 .
E d g e  t r a c t i o n s  o n  d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t
T h u s  t h e r e  i s  a  u n i f o r m  d o w n w a r d  b o d y  f o r c e  o v e r
t h e  w h o l e  e l e m e n t  o f  t o t a l  v a l u e
E t  
2 ( 1 - v )
T h i s  m u s t  b e  d i s t r i b u t e d  e q u a l l y  t o  t h e  f o u r  c o r n e r s  o f  
t h e  e l e m e n t *  T he e d g e  t r a c t i o n s  a r e  d i s t r i b u t e d  t o  t h e  
c o r n e r s  a n d  a d d e d  t o  t h e  b o d y  f o r c e s  t o  g i v e  o n e  c o l u m n  
o f  t h e  c o m p l e t e  s t i f f n e s s  m a t r i x  a s  s h o w n  i n  t a b l e  I*
A s  b e f o r e  t h e  c o m p l e t e  m a t r i x  c a n  b e  a s s e m b l e d  b y  
i n s p e c t i o n .
T h e  s i m p l i f i e d  d e r i v a t i o n  g i v e n  a b o v e  f o r  t h e  c a s e  
o f  s q u a r e  e l e m e n t s  c a n  b e  e x t e n d e d  t o  r e c t a n g u l a r  e l e m e n t s  
w i t h  l i t t l e  d i f f i c u l t y *
C o m p a r i s o n s  b e t w e e n  t y p e s  o f  f i n i t e  e l e m e n t s
To i n v e s t i g a t e  t h e  p r a c t i c a l  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  
t h e  M c H e n r y  L a t t i c e  a n a l o g y  a n d  t h e  t w o  f i n i t e  e l e m e n t s .
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f o u r  m o d e l s  w e r e  m a d e  f r o m  A r a l d i t e  f o r  p h o t o - e l a s t i c  
i n v e s t i g a t i o n  a n d  t h e  r e s u l t s  c o m p a r e d  w i t h  t h o s e  o f  
n u m e r i c a l  a n a l y s e s .  Two s q u a r e  m o d e l s  w i t h o u t  
h o l e s  a n d  t w o  *4-” s q u a r e  m o d e l s  w i t h  2 ” s q u a r e  c e n t r a l  
h o l e s  w e r e  m a d e .  T h e y  w e r e  s u p p o r t e d  a l o n g  1 ” o f  t h e i r  
b o t t o m  e d g e s  a t  e a c h  e n d  a n d  l o a d e d  a t  t h e i r  t o p  e d g e s ,  
( s e e  f i g  7 ) *  One m o d e l  o f  e a c h  t y p e  h a d  a  d i r e c t  l o a d  
a p p l i e d  a n d  t h e  o t h e r  a  d i r e c t  l o a d  c o m b i n e d  w i t h  a  
h o r i z o n t a l  s h e a r .
F o r  c o n v e n i e n c e  t h e  f o l l o w i n g  a b b r e v i a t i o n s  w i l l  
b e  u s e d  i n  r e f e r r i n g  t o  t h e  d i f f e r e n t  p a n e l s  a n d  l o a d  
c a s e s  s
S ~ V  S o l i d  p a n e l ,  v e r t i c a l  l o a d i n g  o n l y .
S - V S  S o l i d  p a n e l ,  v e r t i c a l  a n d  s h e a r  l o a d i n g .
H -V  P a n e l  w i t h  h o l e ,  v e r t i c a l  l o a d i n g  o n l y .
H -V S  P a n e l  w i t h  h o l e ,  v e r t i c a l  a n d  s h e a r  l o a d i n g .
T h e  a n a l y s e s  w e r e  m a d e  w i t h  e l e m e n t  s i z e s  e q u a l  t o  
1 11 -jr" a n d  1/* + ” , ( g i v i n g  2 5 ? 81 a n d  289 m e s h  p o i n t s )  b y  
e a c h  o f  t h e  s e l e c t e d  m e t h o d s .  I n  a d d i t i o n  
m o d e l  H~VS w a s  a n a l y s e d  w i t h  a n  e l e m e n t  s i z e  o f  1 / 8 ” b y  
e a c h  m e t h o d .
S o l v i n g  t h e  e q u a t i o n s
T h e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  a n d  t h e  v a l u e  o f  t h e  o v e r -  
r e l a x a t i o n  f a c t o r  f o u n d  b y  t h e  p r o g r a m  ( u s i n g  L e h m a n ’ s
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P l f y .  1  P >^ @ T @ * S L ^ S T 1 &  P l e d g e s ' .
t e c h n i q u e  a s  d e s c r i b e d  i n  p a r t  I I I )  a r e  s h o w n  i n  T a b l e  2 ,
I t  w i l l  b e  n o t e d  t h a t  t h e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  a n d  t h e  
o v e r - r e l a x a t i o n  f a c t o r  d i f f e r  l i t t l e  f r o m  m e t h o d  t o  
m e t h o d ,  b u t  t h a t  f o r  e a c h  m e s h  s i z e  a  s i g n i f i c a n t l y  
h i g h e r  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  a n d  l a r g e r  o v e r - r e l a x a t i o n  
f a c t o r  w e r e  n e e d e d  f o r  t h e  m o d e l s  w i t h  h o l e s .  T h i s  
i m p l i e s  t h a t  t h e  s t i f f n e s s  e q u a t i o n s  f o r  t h e s e  p a n e l s  a r e  
l e s s  w e l l  c o n d i t i o n e d .  T h e  i t e r a t i o n  w a s  t e r m i n a t e d  w h e n
[ ± L Z j ~ ! ? 2 < 1 0 - 7
•J s (<f i )2
i  t h
i n  w h i c h  i s  t h e  1  e s t i m a t e  o f  a  c o m p o n e n t  o f  t h e  
s o l u t i o n  v e c t o r  a n d  t h e  s u m m a t i o n  i s  e x t e n d e d  o v e r  a l l  
t h e  d e f l e c t i o n s .
T h i s  i s  u n d u l y  s t r i n g e n t  f o r  m o s t  p u r p o s e s  a s  i t  
i m p l i e s  t h a t  t h e  d e f l e c t i o n s  w e r e  c o r r e c t  t o  e i g h t  o r  
m o r e  d e c i m a l  p l a c e s .  T h e  i t e r a t i o n s  r e q u i r e d  f o r  l o w e r  
a c c u r a c y  c a n  b e  e s t i m a t e d  b y  p r o p o r t i o n  f r o m  t h o s e  q u o t e d .  
T h e  t i m e  p e r  i t e r a t i o n  d i d  n o t  d i f f e r  s i g n i f i c a n t l y  b e t w e e n  
t h e  m e t h o d s ,  t h e  c o m p u t e r  p e r f o r m i n g  a p p r o x i m a t e l y  n i n e t y  
p o i n t  i t e r a t i o n s  p e r  s e c o n d .  T h u s  t i m e  f o r  t h e  i ,f e l e m e n t  
c a s e s  w a s  b e t w e e n  s e v e n t e e n  a n d  t h i r t y - f i v e  m i n u t e s .  T h i s  
t i m e  w o u l d  b e  s u b s t a n t i a l l y  r e d u c e d  i f  t h e  c e n t r a l  l o o p  
w a s  w r i t t e n  i n  m a c h i n e  c o d e ,  a s  w o u l d  b e  w o r t h w h i l e  f o r  a  
s t a n d a r d  p r o g r a m .
-  1+6 -  
TABLE 2
N u m b e r s  o f  i t e r a t i o n s  a n d  o v e r - r e l a x a t i o n  f a c t o r s
M e s h
s i z e
M o d e l
L a t t i c e
I t e r a t i o n s
D i s p l a c e ­
m e n t
S t r e s s
O v e r - r e l a x a t i o n  f a c t o r .
L a t t i c e  D i s p l a c e -  S t r e s s  
.... .. m e n t  ... . .......
1 ,T S - V 9 0 9 0 9 0 1 * 7 3 1 *69 1 *71
s - v s 1 0 0 9 0 9 0 1 ‘ 7 3 1 * 7 2 1 * 7 2
H -V 1 2 0 1 5 0 i f r o 1 * 8 o 1 ‘7b 1 *81
H -V S 1 3 0 1 7 0 1 5 0 1 *80 1 *7fr 1 *81
1 / 2  »t S - V 1 9 0 1 7 0 1 7 0 1 *8fr 1 *8fr 1 *83
S - V S 1 9 0 1 9 0 2 0 0 1 *8fr 1 *8fr 1 * 8 3
H -V 260 2 8 0 3 2 0 1 * 8 9 1 * 8 9 1 •87
H -V S 290 310 3 5 0 1 *89 1 * 8 9 1 * 8 7
1 A " S - V 3  fro 3 5 0 3 5 0 1 *91 1 *91 1 * 9 0
S - V S 380 360 3 5 0 1 * 9 2 1 *91 1 *91
H -V fr5o 600 5 3 0 1 * 9 5 1 *9fr 1 *9fr
H -V S 560 700 620 : 
1
1 * 9 5 1 *9fr 1 *9fr
E q u i l i b r i u m  c h e c k
A n u m b e r  o f  s p o t  c h e c k s  o n  t h e  o v e r a l l  
e q u i l i b r i u m  o f  s e c t i o n s  o f  t h e  w a l l  w e r e  m a d e  a n d  
w e r e  f o u n d  t o  b e  e n t i r e l y  s a t i s f a c t o r y ,  t h e  e r r o r s  
n o t  e x c e e d i n g  o n e  p a r t  i n  t e n  t h o u s a n d .
S t r e s s  d i s t r i b u t i o n
F o r  e a s e  o f  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  p h o t o - e l a s t i c  
m o d e l s  t h e  p r o g r a m s  w e r e  a r r a n g e d  t o  m a k e  t h e  c o m p u t e r  
p r i n t  t h e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  p r i n c i p a l  s t r e s s e s  a t  t h e  
c e n t r e  o f  e a c h  e l e m e n t  o r  l a t t i c e .  T h e s e  w e r e  t h e n  
p l o t t e d  a n d  c o n t o u r s  d r a w n  a t  i n t e r v a l s  c o r r e s p o n d i n g  t o  
t h e  i s o c h r o m a t i c S o
T h e  e f f e c t  o f  r e d u c i n g  t h e  m e s h  s i z e
W h e r e  t h e  d i f f e r e n c e  i n  p r i n c i p a l  s t r e s s  i s  s m a l l  
a n d / o r  v a r y i n g  s l o w l y ,  t h e  c o a r s e s t  m e s h  t e n d s  t o  g i v e  
h i g h e r  v a l u e s  t h a n  t h e  f i n e s t ,  a n d  v i c e  v e r s a .  T h i s  i s  
t o  b e  e x p e c t e d  s i n c e  l a r g e  e l e m e n t s ,  i n  n o t  a l l o w i n g  
r a p i d  v a r i a t i o n s  i n  s t r e s s ,  w i l l  a p p e a r  t o o  s t i f f .  T h i s  
i s  b o r n e  o u t  b y  t h e  w o r k  d o n e  b y  t h e  l o a d s  w h i c h  i s  
s u m m a r i z e d  i n  T a b l e  3 *  S i m i l a r  e f f e c t s  a r e  n o t e d  f o r  a l l  
me t h o d s .
-  b S  -
V a r i a t i o n s  b e t w e e n  m e t h o d s
I n  a r e a s  w h e r e  t h e  d i f f e r e n c e  i n  p r i n c i p a l  s t r e s s e s  i s  
n e a r l y  c o n s t a n t ,  a l l  t h r e e  m e t h o d s  g i v e  v e r y  n e a r l y  e q u a l  
v a l u e s ,  b u t  i n  t h e  n e i g h b o u r h o o d  o f  s t r e s s  c o n c e n t r a t i o n s  t h e  
l a t t i c e  g i v e s  l o w e r  v a l u e s  t h a n  t h e  d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t  w h i c h  
i n  t u r n  g i v e s  l o w e r  v a l u e s  t h a n  t h e  s t r e s s  e l e m e n t *  T h e  
v a r i a t i o n  i s  s m a l l ,  h o w e v e r ,  b e i n g  u s u a l l y  l e s s  t h a n  t e n  p e r
c e n t  f r o m  t h e  l a t t i c e  t o  t h e  s t r e s s  e l e m e n t *
C o m p a r i s o n  w i t h  p h o t o - e l a s t i c  m o d e l s
W i t h  t h e  c o a r s e  m e s h  i t  w a s  p r a c t i c a l l y  i m p o s s i b l e  t o  
d r a w  t h e  i s o c h r o m a t i c s  p r o p e r l y  d u e  s i m p l y  t o  t h e  s p a r s i t y  
o f  v a l u e s *  W i t h  t h e  f i n e r  m e s h e s  a  g o o d  r e p r e s e n t a t i o n  
c o u l d  b e  o b t a i n e d  f a i r l y  e a s i l y *
F i g u r e  8  i s  a  p h o t o g r a p h  o f  o n e  q u a r t e r  o f  m o d e l  H -V S  
s h o w i n g  t h e  i s o c h r o m a t i c s *  T h e . f r i n g e  v a l u e  i s  k * 9 7  l b  p e r  
s q u a r e  i n c h .  F i g u r e s  9 ,  1 0  a n d  11 a r e  c o m p u t e r  d r a w n  p l o t s  
o f  t h e  i s o c h r o m a t i c s  f o r  t h e  s a m e  p a r t  o f  m o d e l  H - V S ,  f o u n d  
u s i n g  t h e  t h r e e  d i f f e r e n t  e l e m e n t s *  T h e  i n t e r v a l  b e t w e e n  
t h e  f r i n g e s  i s  2 * 5  l b  p e r  s q u a r e  i n c h ,  i * e *  h a l f  o f  t h a t  i n
t h e  p h o t o g r a p h  ( w i t h  a n  e r r o r  o f  l e s s  t h a n  1 $ ) .
T h e  s i z e  o f  t h e  e l e m e n t s  u s e d  w a s  1 / 8 t h  o f  a n  i n c h |  
t h e  s m a l l  c r o s s e s  m a r k  t h e  n o d e s  a t  t h e i r  c o r n e r s *  T h e  
d i f f e r e n c e  i n  p r i n c i p a l  s t r e s s e s  w a s  c a l c u l a t e d  a t  t h e  
c e n t r e  o f  e a c h  e l e m e n t  a n d  t h e  f r i n g e s  d r a w n  b y  l i n e a r  
i n t e r p o l a t i o n .  No a t t e m p t  w a s  m a d e  t o  u s e  c u r v e  o r  s u r f a c e  
f i t t i n g  r o u t i n e s  t o  p r o d u c e  f u l l y  c u r v e d  c o n t o u r s ?  t o  h a v e
d o n e  s o  w o u l d  h a v e  a d d e d  v o n s i d e r a b l y  t o  t h e  c o m p u t e r  t i m e  
t a k e n  f o r  a  m a r g i n a l  i m p r o v e m e n t  i n  t h e  f i n i s h e d  d r a w i n g ,  
D e s p i t e  t h e s e  l i m i t a t i o n s  a  g o o d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  
s t r e s s  c o n c e n t r a t i o n  a t  t h e  c o r n e r  o f  t h e  o p e n i n g  i s  a c h i e v e d .
D e t a i l e d  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  p l o t s  s h o w s  t h e  r e s u l t s  
f r o m  t h e  d i s p l a c e m e n t  a n d  l a t t i c e  t o  b e  p r a c t i c a l l y  
i d e n t i c a l ,  b u t  s o m e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  d i s p l a c e m e n t  
a n d  s t r e s s  e l e m e n t  r e s u l t s , C o m p a r i n g  t h e  p h o t o  e l a s t i c  
m o d e l  w i t h  t h e  p l o t s  s h o w s  t h a t  w h i l e  a l l  e l e m e n t s  r e p r e s e n t  
t h e  m a i n  f e a t u r e s  o f  t h e  m o d e l  w e l l  i n  g e n e r a l  t e r m s ,  n o  
e l e m e n t  i s  s i g n i f i c a n t l y  b e t t e r  t h a n  t h e  o t h e r s  w h e n  
m e a s u r e d  q u a n t i t a t i v e l y .  T h i s  c a n  b e  s e e n  b y  r e f e r e n c e  t o  
f i g u r e  1 1 A w h i c h  i s  a  g r a p h  o f  t h e  d i f f e r e n c e  i n  p r i n c i p a l  
s t r e s s e s  a l o n g  a  l i n e  j u s t  b e l o w  t h e  o p e n i n g ,  a s  f o u n d  b y  
c a l c u l a t i o n  a n d  f r o m  t h e  m o d e l .
T h e  i n c o n c l u s i v e  n a t u r e  o f  t h e s e  c o m p a r i s o n s  i s  
d i s a p p o i n t i n g .  I n  p a r t i c u l a r  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  s a y  
i f  t h e  d i f f e r e n c e s  a r e  d u e  t o  e i t h e r  i m p e r f e c t i o n s  i n  t h e  
e l e m e n t s  o r  t h e  d i s c r e t e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a  c o n t i n u u m  o r  
e v e n  t o  t h e  d i f f i c u l t y  o f  e n s u r i n g  t h a t  t h e  m o d e l  w a s  l o a d e d  
a n d  s u p p o r t e d  i n  a  m a n n e r  i d e n t i c a l  t o  t h a t  a s s u m e d  i n  t h e  
f i n i t e  e l e m e n t  a n a l y s i s .
T o t a l  p o t e n t i a l
F o r  a  s y s t e m  w h i c h  d o e s  n o t  v i o l a t e  c o m p a t i b i l i t y  
t h e  t o t a l  p o t e n t i a l  w i l l  b e  a  m i n i m u m ,  a n d  f o r  a n  e l a s t i c
F i g  8
1 q u a r t e r  o f  p h o t o - e l a s t i c  m o d e l  H -V S
F I G . 9  ' D I S P L A C M E N T  E L E M E N T
O o O  m  o  
r o ( \ i ( N  —  —
F I G ,  I O  S T R E S S  E L  E  M  E  N  T
l -2 r^x t V‘W»WV—VUwWtfSrvU*wr» **> !• :wr.v».
"1
F I G .  I I  L A  T  T I G  E  E L  E M  E N  T
O m O l d  O  w o
 C\J CM CO CMC\I

- + s w, <ft 
2  1 - 1  1 1
w h e r e  t h e  W^ a n d  $ a r e  l o a d s  a n d  c o r r e s p o n d i n g  
d i s p l a c e m e n t s  a t  n  p o i n t s *  T h e  l a t t i c e  a n d  d i s p l a c e m e n t  
e l e m e n t s  a r e  s y s t e m s  i n  w h i c h  c o m p a t i b i l i t y  i s  n o t  l o s t .  
T h e  t o t a l  p o t e n t i a l  f o r  t h e s e  s y s t e m s  o f  v a r i o u s  m e s h  
s i z e s ,  w a l 3 . s  a n d  l o a d  c a s e s  i s  s h o w n  i n  T a b l e  3  t o g e t h e r  
w i t h  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  f r o m  t h e  s t r e s s  e l e m e n t  r e s u l t s .  
S i n c e  w i t h  t h i s  e l e m e n t  c o m p a t i b i l i t y  i s  l o s t ,  t h e s e  
l a t t e r  q u a n t i t i e s  a r e  n o t  t o t a l  p o t e n t i a l s  5 b u t  t h e y  
w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  l a t e r  i n  a n o t h e r  c o m p a r i s o n .
I t  w i l l  b e  n o t e d  t h a t  t h e  d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t  
g i v e s  l o w e r  t o t a l  p o t e n t i a l s  t h a n  t h e  l a t t i c e  i n  a l l  
c a s e s *  W h i l e  t h e  d i f f e r e n c e s  a p p e a r  t o  b e  s m a l l ,  i t  
m u s t  b e  r e m e m b e r e d  t h a t  i n  t h e  n e i g h b o u r h o o d  o f  t h e  
s o l u t i o n  t h e  t o t a l  p o t e n t i a l  c u r v e ,  b e i n g  a  q u a d r a t i c  
f u n c t i o n ,  i s  v a r y i n g  s l o w l y .  C o n s e q u e n t l y  t h e  
i m p o r t a n c e  o f  t h e  b e t t e r  r e s u l t  a c h i e v e d  b y  t h e  
d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t  m e t h o d  m u s t  n o t  b e  u n d e r e s t i m a t e d .
R a t e  o f  c o n v e r g e n c e  w i t h  d e c r e a s e  i n  m e s h  s i z e .
T e c h n i q u e s  d e v e l o p e d  f o r  f i n i t e  d i f f e r e n c e  
m e t h o d s  w h i c h  e s t i m a t e  t h e  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  a n d  t h e  
a s y m t o t i e  v a l u e  o f  a  f u n c t i o n  a s  t h e  m e s h  s i z e  i s
system this is given by
-  5^-  -  
TABLE 3
j  n
V a l u e s  o f  -  £  W $ . f o r  a l l  m e t h o d s  a n d  c a s e s
2  t = i  i  1
l
\ S - V S - V S H -V H -V S
1" -  8 * 5 0 -  6 * 6 1 - 1 1 * 7 5 - 1 3  * + 7
L a t t i c e 1 / 2 " -  9 * 2 8 -  7 * 2 8
CMJr*CM1 - 1 7 * 6 8
1 /ft" -  9 * 6 5 - 7 * 5 8 - 1 2 * 7 3 - 2 0 * 6 9
1 " - 8 * 7 7 -  6 * 8 5 - 1 2 * 0 9 - 1 5 * 6 5
D i s p l a c e ­
m e n t
1/2" -  9 ' f t 2 -  7 * 3 9 - 1 2 * 5 5 - 1 9 * 0 9
1 / f t " -  9 * 7 0 - 7*62 - 1 2 * 7 9 - 2 1 * 3 6
1 " -  9 * 0 2 - 7*05 - 1 2 * f t 0 -18 * ft6
S t r e s s 1 / 2 " - 9 * 5 2 -  7 * f t 8 - 1 2 * 6 6 - 2 0 * 3 5
1/ft" -  9 * 7 5 - 7*65 - 1 2 * 8 f t - 2 1 * 8 9
r e d u c e d  c a n  b e  a d a p t e d  f o r  u s e  w i t h  f i n i t e  e l e m e n t s .
A m e a s u r e  o f  t h e  r a t e  o f  a p p r o a c h  t o  t h e  l i m i t  
c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  a r b i t r a r y  r a t i o  t  w h e r e
f ( 2 h )  -  f ( h )
t h e  f u n c t i o n  f  b e i n g  e v a l u a t e d  w i t h  m e s h  s i z e s  o f  h ,
2 h  a n d  *+h. O b v i o u s l y  t h e  g r e a t e r  t  t h e  m o r e  r a p i d l y  i s  
t h e  f u n c t i o n  c o n v e r g i n g  a s  t h e  m e s h  s i z e  i s  r e d u c e d .  A n  
e s t i m a t e  o f  t h e  v a l u e  o f  t h e  f u n c t i o n  w i t h  z e r o  m e s h  s i z e  
c a n  b e  o b t a i n e d  u s i n g  A i t k e n ! s  2  p r o c e s s ,  a s  f o l l o w s ? -
f C o )  =  f ( h )  +  7 - 4 —  ( f ( h )  -  f ( 2 h )  )
( t - 1 )
F o r  t h e  p r e s e n t  c o m p a r i s o n s  t h e  w o r k  d o n e  b y  t h e  
l o a d s  m a y  b e  u s e d  a s  t h e  f u n c t i o n .  T h e  r e s u l t s  a r e  
s h o w n  i n  T a b l e  *+.
T h e  v a r i a t i o n  i n  t  f o r  c a s e s  S - V  a n d  S - V S  f r o m
m e t h o d  t o  m e t h o d  a r e  p r o b a b l y  n o t  s i g n i f i c a n t  b u t  t h e  l o w
v a l u e  o f  t  o b t a i n e d  w i t h  t h e  s t r e s s  e l e m e n t  a n d  c a s e  H - V S  
s u g g e s t s  t h a t  a n  e x t r e m e l y  f i n e  m e s h  w o u l d  h a v e  t o  b e  u s e d  
t o  g e t  g o o d  r e s u l t s ,  a t  l e a s t  f o r  t h e  d e f l e c t i o n s .
T h e  e x t r a p o l a t e d  v a l u e s  o f  t h e  t o t a l  p o t e n t i a l
a g r e e  v e r y  w e l l  f o r  c a s e s  S - V ,  S - V S  a n d  H - V  b u t  d i f f e r  
w i d e l y  f o r  m o d e l  H - V S .  T h e  f a c t  t h a t  t  f o r  t h e  
d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t  i s  t h e  h i g h e s t  f o r  t h i s  c a s e  
S u g g e s t s  t h a t  t h i s  i s  t h e  m o s t  r e l i a b l e .
t  a n d  f ( o )  f o r  v a r i o u s  m e t h o d s  a n d  c a s e s
1 ...........................
S - V
' ...... .... \............ .
S - V S  j H -V
L____ 1_____
L a t t i c e
t
f  ( o )
2 * 2 0  
-  9 * 9 f t 3
2 * 3 0  
-  7*802
,
2 * 1 1
- 1 3 * 0 1 9
D i s p l a c e ­
m e n t
t
f  ( o )
2*30 
-  9 * 9 2 2
2 * f t3  
-  7 * 7 8 0
1 * 9 6  
- 1 3 * 0 3 5
S t r e s s
t
f  ( o )
2 * f t 5
-  9 * 9 0 f t
2 * 5 5  
-  7 * 7 1 7
1 * 5 fr  
- 1 3 * 1 ft7
A s a  f i n a l  c o m p a r i s o n  b e t w e e n  t h e  d i f f e r e n t  
f i n i t e  e l e m e n t s  i t  i s  i n s t r u c t i v e  t o  c a l c u l a t e  t h e  s i z e  
o f  e l e m e n t  w h i c h  w o u l d  h a v e  t o  b e  u s e d  t o  g e t  a  v a l u e  
f o r  t h e  t o t a l  p o t e n t i a l  w i t h i n  s a y  1 $  o f  t h e  m in im u m  
f o u n d  u s i n g  A i t k e n ' s  p r o c e s s *  O b v i o u s l y  t h e  t r u e  
m in im u m  c o u l d  o n l y  b e  r e a c h e d  b y  u s i n g  a n  i n f i n i t e s i m a l  
e l e m e n t *
L e t  e . 5 =  f  ( o )  -  f ( h )
e 0  =  f ( o )  ~ f ( 2 h )
efy =  f ( o )  -  f ( k h )
a n d  e n  =  f ( o )  x  Q ' 0 1  =  f ( o )  -  f ( 2 n h )
t h e n  ©2 -  t
^  i  ®2 
. n
e n  ~  ^ e 1
e
* n  =  l o g  ( — ).*■ — g  ^
____
l o g ( t )
t h u s  t h e  r e q u i r e d  e l e m e n t  s i z e  -  h .  2 n
T h e  r e q u i r e d  e l e m e n t  s i z e s  w e r e  c a l c u l a t e d  a n d  a r e  
s h o w n  i n  t a b l e  T h e  r e s u l t s  a r e  3 , e s s  c o n c l u s i v e  t h a n
c o u l d  b e  h o p e d  e x c e p t  f o r  m o d e l  H -V S  f o r  w h i c h  t h e  
d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t  a p p e a r s  t o  b e  c l e a r l y  t h e  b e s t *  
H o w e v e r  t h e  p r e d i c t e d  e l e m e n t  s i z e s  a r e  s o  s m a l l  f o r  
t h i s  m o d e l  f o r  a l l  e l e m e n t  t y p e s  t h a t  t h e  v a l i d i t y  o f  
t h e  e x t r a p o l a t i o n  p r o c e s s  m u s t  b e  d o u b t e d .  A r e a s o n
TABLE ft
M o d e l
.. . ......... ...............
E l e m e n t  t y p e
------- --------- r
L a t t i c e
. . ........... .......... .
d i s p l a c e m e n t s t r e s s
S - V 0 * 0 9 7
..................
0 * 1 2 8 0 * 1 7 8
s - v s 0  * 106 0 ' 1 f t 3 0 * 2 7 8
H -V 0 * 1 2 0 0 * 1 3 0 0*065
H -V S 0 * 0 0 0 2 9 0 * 0 0 2 3 0  * 0 0 0 0 0 2 5
f o r  t h i s  c a n  b e  s e e n  w h e n  i t  i s  r e c a l l e d  t h a t  t h e  c o a r s e  
e l e m e n t  s i z e  u s e d  w a s  1 !f? t h e  s a m e  a s  t h e  w i d t h  o f  
m a t e r i a l  r o u n d  t h e  c e n t r a l  o p e n i n g .  I t  i s  t o  b e  
e x p e c t e d  t h e r e f o r e  t h a t  t h e  c o a r s e  e l e m e n t s  w o u l d  g i v e  
a  p o o r  r e s u l t  f o r  t h e  c o m p l i c a t e d  s t r e s s  p a t t e r n s  a n d  
f o r  t h e  t o t a l  p o t e n t i a l  f o r  t h i s  p r o b l e m *  T h e  s a m e  
t r o u b l e  i s  n o t  a p p a r e n t  f o r  m o d e l  H -V  s i n c e  t h i s  w a s  
s u b j e c t e d  t o  v e r t i c a l  l o a d s  o n l y ,  g i v i n g  a  r e l a t i v e l y  
s  i m p l e  s  t r  e s s  f 1 o I d ,
C o n c l u s i o n s
T h e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  l a t t i c e  a n a l o g y  a n d  
t h e  t w o  t y p e s  o f  f i n i t e  e l e m e n t  r e v e a l e d  b y  t h e  a b o v e  
c o m p a r i s o n s  a r e  l e s s  t h a n  m i g h t  b e  e x p e c t e d *  N e v e r t h e l e s s  
t h e  d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t  a p p e a r s  t o  b e  m a r g i n a l l y  b e t t e r  t h a n  
t h e  o t h e r s  a n d  i n  v i e w  o f  i t s  r i g o r o u s  d e r i v a t i o n  i t  w a s  
u s e d  f o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  i n v e s t i g a t i o n .
S t e e l  B a r s
T h e  s i m p l e s t  m e t h o d  o f  i n c o r p o r a t i n g  s t e e l  
r e i n f o r c e m e n t  i n t o  a  f i n i t e  e l e m e n t  m o d e l  i s  t o  i m a g i n e  
t h e  s t e e l  b a r s  t o  b e  a t t a c h e d  t o  t h e  n o d e s  o f  t h e  f i n i t e  
e l e m e n t s  a n d  a c t i n g  i n  p a r a l l e l  w i t h  t h e m .  T he s t i f f n e s s  
o f  a n y  e l e m e n t  w i t h  a  b a r  i n  i t  t h u s  b e c o m e s  t h e  su m  o f  
t h e  s t i f f n e s s  o f  t h e  c o n c r e t e  a n d  t h e  s t e e l .  I t  i s  
p o s s i b l e  t o  i n c o r p o r a t e  t h e  e f f e c t ,  o f  t h e  r e s i s t a n c e
o f  t h e  b a r s  t o  b e n d i n g ,  b u t  s i n c e  t h i s  e f f e c t  w i l l  b e  
s m a l l ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  c o n s i d e r  t h e  b a r s  a s  b e i n g  
p i n n e d  a t  t h e  n o d e s  o f  t h e  f i n i t e  e l e m e n t s .  W h e r e  a  
b a r  d o e s  n o t  p a s s  t h r o u g h  t h e  n o d e s  o f  t h e  e l e m e n t s ,  
i t s  s t i f f n e s s  s h o u l d  b e  d i s t r i b u t e d  b e t w e e n  a d j a c e n t  
n o d e s ,  t h e  p r e c i s e  d i s t r i b u t i o n  b e i n g  d e t e r m i n e d  u s i n g  
t h e  p r i n c i p l e  o f  v i r t u a l  w o r k ?  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  
i f  t h e  s t r e s s  e l e m e n t  w e r e  t o  b e  u s e d  i t  w o u l d  b e  
n e c e s s a r y  t o  c o n f i n e  t h e  b a r s  t o  p a s s  t h r o u g h  t h e  n o d e s  
o f  t h e  e l e m e n t s ,  s i n c e  t h e r e  i s  a  l o s s  o f  c o m p a t i b i l i t y  
a l o n g  t h e  a d j o i n i n g  e d g e s  w i t h  t h i s  e l e m e n t .  N o s u c h  
r e s t r i c t i o n  a p p l i e s  t o  t h e  l a t t i c e  o r  d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t s  
a s  t h e  d i s p l a c e m e n t s  a r e  e v e r y w h e r e  s i n g l e  v a l u e d .
T h e  b i g g e s t  p r o b l e m  i s  t o  k n o w  w h a t  v a l u e  t o  u s e  
f o r  t h e  m o d u l a r  r a t i o .  I n  G a s e s  w h e r e  t h e  w a l l  h a s  n o  
r e i n f o r c e m e n t ,  t h e  v a l u e  o f  Y o u n g ' s  m o d u l u s  u s e d  i s  
r e l a t i v e l y  u n i m p o r t a n t ,  s i n c e  i t  w i l l  a t  m o s t  r e s u l t  i n  
t h e  d e f l e c t i o n s  b e i n g  i n  e r r o r  b y  a  s c a l a r  f a c t o r ,  b u t  
w h e n  s t e e l  a n d  c o n c r e t e  a r e  a c t i n g  t o g e t h e r ,  i t  i s  
i m p e r a t i v e  t o  s e l e c t  t h e  r i g h t  v a l u e  f o r  Y o u n g ’ s  m o d u l u s  
f o r  c o n c r e t e  i n  o r d e r  t h a t  t h e  r e l a t i v e  e f f e c t s  o f  t h e  
s t e e l  a n d  t h e  c o n c r e t e  s h a l l  b e  c o r r e c t l y  r e p r e s e n t e d .
T h e  s t i f f n e s s  m a t r i x  f o r  a  s t e e l  b a r  p a s s i n g  
t h r o u g h  a n  e l e m e n t  o a n  b e  d e r i v e d  a s  f o l l o w s
C o n s i d e r  a  s q u a r e  e l e m e n t  o f  s i d e  s  a n d  t h i c k n e s s  
a n d  m a d e  f r o m  m a t e r i a l  w i t h  a  Y o u n g ’ s  M o d u l u s  Ec  
( f i g *  5?  P * 3 7 ) °  I f  t h e  t o p  r i g h t  h a n d  c o r n e r  i s  g i v e n  
a  u n i t  h o r i z o n t a l  d i s p l a c e m e n t  t o  t h e  r i g h t ,  t h e  
d i s p l a c e m e n t s  e v e r y w h e r e  a r e s -
Derivation of the Sti-fness Matrix for Steel Bars
v  =  o
T h u s  a n y  b a r  p a r a l l e l  t o  t h e  Y a x i s  w i l l  b e  
u n s t r a i n e d  a n d  t h e  e n t r i e s  i n  i t s  s t i f f n e s s  m a t r i x  
c o r r e s p o n d i n g  t o  h o r i z o n t a l  d i s p l a c e m e n t s  z e r o *
H o w e v e r  a n y  o t h e r  b a r  w i l l  b e  s t r a i n e d  b y  v i r t u e  o f  t h e  
d i s p l a c e m e n t s  i n  t h e  X d i r e c t i o n .
C o n s i d e r ,  f o r  e x a m p l e ,  a  b a r  p a r a l l e l  t o  t h e  X 
a x i s ,  w i t h  a  Y c o o r d i n a t e  o f  y* I t  w i l l  b e  s u b j e c t e d  
t o  a  u n i f o r m  s t r a i n  o f  y / s 2 , ( v i d e  e q u a t i o n  1*+, p . 3 8 )*  
T h e  f o r c e  i n  t h e  b a r  w i l l  b e s -  
As  Es  .
s 2
a n d  t h e  f o r c e  a t  t h e  d i s p l a c e d  n o d e  i s s -
A E v 2
z a - a  . Z -
s
T h u s  i f  y  =  s / 2 5 i . e .  t h e  b a r  p a s s e s  t h r o u g h  
t h e  m i d d l e  o f  t h e  e l e m e n t ,  t h e n  t h e  h o r i z o n t a l  n o d a l
b o b
force is?
I
if
F o r  t h i s  p a r t i c u l a r  c a s e ,  t h e  h o r i z o n t a l  f o r c e s  a t  a l l
f o u r  n o d e s  a r e  i d e n t i c a l  i n  m a g n i t u d e ;  t h o s e  a t  t h e  l e f t
e d g e  h a v i n g  a  n e g a t i v e  s i g n .
A s a  u n i t  d i s p l a c e m e n t  w a s  a p p l i e d  t o  b e g i n  w i t h ,
As Es / ( i f s )  i s  t h e  s t i f f n e s s  t o  b e  u s e d  i n  t h e  s t i f f n e s s
m a t r i x .  T h e  c o m p l e t e  m a t r i x  i s  s h o w n  b e l o w ,  As Es /*+s
b e i n g  s h o w n  a s  x  f o r  s i m p l i c i t y ,
u  v
i *3 k 1 i 3 k 1
i X - X X - X 0 o 0 o
3 - X X - X X 0 0 0 o
k X - X X “ X 0 o 0 0
1 - X X - X X 0 0 0 0
i 0 0 o 0 X X - X - X
3 0 0 0 o X X - X - X
k o o o o - X - X X X
1 0 0 0 0 - X - X X X
t h e n o d e s  a r e l a b e l l e d a s  f i g  3 , p . 3 2 9
I t i s i n t e r e s t i n g  t o n o t e  t h a t t h e e n t r i e s i n t h e
m a t r i x  c o n t a i n  s ,  t h e  s i z e  o f  t h e  e l e m e n t ,  a  p a r a m e t e r  
w h i c h  d o e s  n o t  f e a t u r e  i n  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m a t r i c e s .  
E v e n  f o r  r e c t a n g u l a r  e l e m e n t s  i t  i s  o n l y  t h e  r a t i o  o f
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t h e  l e n g t h s  o f  t h e  s i d e s  t h a t  i s  u s e d .  T he r e a s o n  f o r  
t h i s  c a n  b e  u n d e r s t o o d  w h e n  i t  i s  r e m e m b e r e d  t h a t  t h e  
s t i f f n e s s  o f  a n  e l e m e n t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  c r o s s  
s e c t i o n a l  a r e a ;  a n d  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s i d e .  
S i n c e  t h e  c r o s s  s e c t i o n  i s  t h e  s i d e  t i m e s  t h e  t h i c k n e s s  
t h e  titfo e f f e c t s  c a n c e l .  No s u c h  c a n c e l l a t i o n  o c c u r s  
w i t h  s k e l e t a l  e l e m e n t s  s u c h  a s  r e i n f o r c i n g  b a r s .
r*
EQUATION SOLVING
H a v i n g  r e d u c e d  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  a n a l y s i s  o f  a  
p l a n e  s t r e s s  p r o b l e m  t o  a  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s ,  o n e  
i s  t h e n  f a c e d  w i t h  t h e  q u e s t i o n  o f  h o w  b e s t  t o  s o l v e  t h e s e  
e q u a t i o n s .  I f  a. g o o d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  s t r e s s  p a t t e r n s  
i s  t o  b e  a c h i e v e d ,  i t  w i l l  i n  g e n e r a l  b e  n e c e s s a r y  t o  u s e  a  
l a r g e  n u m b e r  o f  e l e m e n t s  a n d  c o n s e q u e n t l y  t h e  s y s t e m  o f  
e q u a t i o n s  t o  b e  s o l v e d  i s  l a r g e ,  p e r h a p s  2 , 0 0 0  e q u a t i o n s  
o r  m o r e .  T h i s  m e a n s  t h a t  d i r e c t  m a t r i x  m e t h o d s  a r e  q u i t e  
i m p r a c t i c a l .  F a i r l y  l a r g e  s y s t e m s  o f  b a n d e d  e q u a t i o n s  
c a n  b e  s o l v e d  o n  s m a l l  c o m p u t e r s  b y  u s e  o f  b l o c k  G a u s s i a n  
e l i m i n a t i o n  a n d  w h e r e  t h e  b a n d  w i d t h  o f  t h e  m a t r i x  i s  
s m a l l  t h i s  i s  a  v e r y  e f f i c i e n t  m e a n s  o f  s o l v i n g  e q u a t i o n s .  
H o w e v e r ,  w h e n  c o n s i d e r i n g  a n  e s s e n t i a l l y  s q u a r e  d o m a i n  o f  
f i n i t e  e l e m e n t s ,  t h e  b a n d  w i d t h  o f  t h e  e q u a t i o n s  i s  n o t  
s m a l l  a n d  r e c o u r s e  m u s t  b e  h a d  t o  i t e r a t i v e  m e t h o d s .  I n  
f a c t ,  i f  t h e  f i n i t e  e l e m e n t s  a r e  a l l ,  o r  m o s t l y ,  o f  t h e  
s a m e  s i z e ,  i t e r a t i v e  m e t h o d s  c a n  b e  v e r y  a t t r a c t i v e .  T h e  
n u m b e r  o f  d i s t i n c t  e q u a t i o n s  w i l l  b e  s m a l l  a n d  i t  i s  
p o s s i b l e  t o  r e p r e s e n t  t h e s e  e q u a t i o n s  b y  o p e r a t o r s ,  s i m i l a r  
t o  t h o s e  u s e d  i n  t h e  r e l a x a t i o n  s o l u t i o n  o f  f i n i t e  
d i f f e r e n c e  p r o b l e m s .
I n  t h i s  w a y  t h e  e q u a t i o n s  a r e  b u i l t  i n t o  t h e  
p r o g r a m  a n d  i t  i s  o n l y  n e c e s s a r y  t o  s p e c i f y  t h e  n u m b e r
III
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a n d  a r r a n g e m e n t  o f  t h e  e l e m e n t s  t o  e n a b l e  t h e  c o m p u t e r  
t o  t a c k l e  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s ,
G a u s s - S e i d e l  I t e r a t i o n
C o n s i d e r  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s
A x -  b ( 1 8 )
w h e r e  A i s  a  s q u a r e  n o n - s i n g u l a r  m a t r i x  o f  o r d e r  n ;  
x  t h e  r e q u i r e d  s o l u t i o n  v e c t o r  a n d  b t h e  r i g h t  
h a n d  s i d e  v e c t o r .
E x p r e s s  A a s  t h e  su m  o f  3  m a t r i c e s ,  D ,  L ,  a n d  U;  
w h e r e  D i s  d i a g o n a l ,  a n d  L a n d  U s t r i c t l y  l o w e r  a n d  u p p e r  
t r i a n g u l a r  r e s p e c t i v e l y .  T h e  G a u s s - S e i d e l  i t e r a t i v e  
m e t h o d  c a n  t h e n  b e  e x p r e s s e d  a s s
x m+1 =  d “ 1 ( b  -  U x111 -  L xm + 1 ) 
m t h
w h e r e  x  i s  t h e  rn e s t i m a t e  o f  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r .
m
C o n v e r g e n c e  o f  x ‘ t o  t h e  c o r r e c t  s o l u t i o n ,  X ,  c a n  
o n l y  b e  g u a r a n t e e d  i f  A i s  s y m m e t r i c ,  p o s i t i v e  d e f i n i t e  
a n d  d i a g o n a l l y  d o m i n a n t ,  
i . e .  ( 1 )  A [JL,j ] =  A U , i ]  f o r  a l l  i , 3
( 2 )  A  i  > 0 * 0  f o r  a l l  i
( 3 )  A [ i , i ]  £  S  A [ i , j  ] , j  +  i  f o r  a l l  i
w h e r e  A .  i s  t h e  i ^  e i g e n v a l u e  o f  t h e  m a t r i x  A ,
A s  t h e s e  c o n d i t i o n s  a r e  m e t  b y  a l l  s t r u c t u r a l  
s t i f f n e s s  m a t r i c e s ,  A w i l l  b e  a s s u m e d  t o  c o m p l y  w i t h
t h e m  i n  a l l  t h e  d i s c u s s i o n s  f o l l o w i n g .
F o r  s t r u c t u r a l  p r o b l e m s  i n  w h i c h  t h e  e q u a t i o n s  
a r e  t h e  e q u i l i b r i u m  e q u a t i o n s  f o r  t h e  j o i n t s  o f  t h e  
s t r u c t u r e  a n d  t h e  m a t r i k  A t h e  s t i f f n e s s  m a t r i x ,  t h e  
p r o c e d u r e  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y  t h e  s i m p l e  f l o w  c h a r t  i n  
f i g  1 2 ,
T h e  m e t h o d  w a s  u s e d  o n  a  s m a l l  p r o b l e m  w i t h  1 6 2  
d e g r e e s  o f  f r e e d o m ?  d e t a i l s  a r e  g i v e n  i n  f i g  13»
G r a p h s  o f  s u c c e s s i v e  v a l u e s  o f  a  f e w  s e l e c t e d  e l e m e n t s  
o f  x m a r e  s h o w n  i n  f i g  1*+.
D e f i n e  t h e  i n c r e m e n t  v e c t o r  C a s  
Cm =  x m+1 -  x m
llGm+1 I 2
T h e r a t i o  y y i s  a  m e a s u r e  o f  t h e  r a t e
o f  c o n v e r g e n c e  a n d  i s  a n  e s t i m a t e  o f  t h e  d o m i n a n t  
e i g e n v a l u e  o f  t h e  i t e r a t i o n  m a t r i x ,  ^  . F i g  1 5  s h o w s  
a  g r a p h  o f  ^  a g a i n s t  m . I t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  e v e n  f o r  
s u c h  a  s m a l l  p r o b l e m  X w a s  o n l y  j u s t  l e s s  t h a n  1 * 0  a n d  
i t  w a s  n e c e s s a r y  t o  f i n d  m e a n s  o f  a c c e l e r a t i n g  
c o n v e r g e n c e ,
A i t k e n ' s  & ^ e x t r a p o l a t i o n
T h e  s m o o t h  a p p r o a c h  t o  a  l i m i t  e x h i b i t e d  b y  t h e  
d i s p l a c e m e n t s  p l o t t e d  i n  f i g  1 ^  s u g g e s t e d  t h a t  i t  m i g h t  
b e  p o s s i b l e  t o  e x t r a p o l a t e  t o  n e a r  t o  t h e  c o r r e c t  
s o l u t i o n  u s i n g  A i t k e n ' s  p r o c e s s ,  w h i c h  c a n  b e  d e r i v e d
-  63 -
r e a d  d e s c r i p t i o n  o f  s t r u c t u r e  
a n d  s e t  u p  j o i n t  e q u a t i o n s
s e t  d i s p l a c e m e n t s  t o  z e r o
r
F i g  1 2
F l o w  c h a r t  ^ ° r  G a u s s  S e i d e l  I t e r a t i o n
£ 0 O O  S o o o  l o o o  l o o o  I QOX> 1005? t v o o  ISO O 'O
F i g  1 3  
T r i a l  p r o b l e m
&
&
F
L
B
C
T
7
0
N
S
00
67
L e t  X b e  t h e  r e q u i r e d  s o l u t i o n  a n d  x^  , X2 , x ^  
t h r e e  s u c c e s s i v e  e s t i m a t e s  o f  X , I f  t h e s e  a r e  
a p p r o a c h i n g  X e x p o n e n t i a l l y  t h e n
X -  x ^  ~  a  (X  -  x 2 ) -  a 2  (X  -  x . j ) w h e r e  a i s  a  
c o n s t a n t ,  l e s s  t h a n  o n e .
X -  x 2  X -  x-}
i«u iliiM u i m . Tfn-rrr n tr i~Mn»fiTi mV*1 <i
X -  x j  X -  x 2
X2  -  2  X x 2  + x 2 2  =  X2  -  X ( x 1 + X j )  + x-j x ,
Q
• • X (x-j -  2  x 2  + x ^ )  =  x 1 x 3 -  x 2
=  x ^  (x . |  -  2  x 2  +  x Q  -  x 2  +  2  x ^  x 2  -  x /
/ .  X =  x ,  -  ( x ,  -  x Q) 2
X3  -  2  x 2  +  Xh
p
T h i s  i s  A i t k e n ’ s  cf e x t r a p o l a t i o n  f o r m u l a .
I t  i s  o b v i o u s l y  s e n s i t i v e  t o  r o u n d i n g  e r r o r s  s i n c e  b o t h  
( x ^  -  x 2 ) a n d  ( x ^  +  x^ -  2  x 2 ) a r e  s m a l l  d i f f e r e n c e s .  
T h i s  s e n s i t i v i t y  c a n  b e  o v e r c o m e  b y  u s i n g  d o u b l e  
p r e c i s i o n  a r i t h m e t i c .  A l s o  b y  t a k i n g  x ^ , x 2 , x^ n o t  a s  
s u c c e s s i v e  e s t i m a t e s  o f  X ,  b u t  a s  5 t h  o r  1 0 t h  e s t i m a t e s ,  
t h e  d i f f e r e n c e s  b e c o m e  l a r g e r  a n d  l e s s  s u s c e p t i b l e  t o  
e r r o r .
I n  p r a c t i c e  i t  w a s  f o u n d  d e s i r a b l e  t o  p e r f o r m  a  
n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  ( b e t w e e n  2 0  a n d  5 0 ) b e f o r e
as f o l l o w s i
e x t r a p o l a t i n g .  A f l o w  c h a r t  i s  s h o w n  i n  f i g  1 6 .  T h e  
p r o g r a m  w a s  w r i t t e n  i n  S i r i u s  m a c h i n e  c o d e ,  u s i n g  f i x e d  
p o i n t  a r i t h m e t i c .  T h e  b e h a v i o u r -  o f  a  n u m b e r  o f  s e l e c t e d  
p o i n t s  f o r  t h e  s a m e  p r o b l e m  a s  u s e d  f o r  t h e  G a u s s - S e i d e l  
e x p e r i m e n t s  i s  s h o w n  i n  f i g  17®
T h e  e x t r a p o l a t i o n  p r o c e s s  c e r t a i n l y  s e r v e d  t o  g e t  
t h e  d i s p l a c e m e n t s  n e a r  t o  t h e i r  u l t i m a t e  v a l u e s  b u t  i t  
w a s  n o t  e f f e c t i v e  i n  t h e  f i n a l  s t a g e s .  F u r t h e r m o r e ,  i t  
r e q u i r e s  t h r e e  c o p i e s  o f  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r  t o  b e  
s t o r e d .  C o n s e q u e n t l y  t h e  t e c h n i q u e  w a s  a b a n d o n e d  i n  
f a v o u r  o f  s y s t e m a t i c  o v e r - r e t a x a t i o n .
S y s t e m a t i c  o v e r - r e l a x a t i o n
T h e s y s t e m a t i c  m a n n e r  i n  w h i c h  t h e  u n k n o w n s  
a p p r o a c h  t h e i r  f i n a l  v a l u e  s h o w n  i n  f i g  1*+ s u g g e s t s  
t h a t  i t  m i g h t  b e  p o s s i b l e  t o  a c c e l e r a t e  t h e  r a t e  o f  
c o n v e r g e n c e  b y  o v e r - r e l a x i n g  t h e  p o i n t s  i n  s o m e  f a s h i o n  
a s  i s  d o n e  w h e n  u s i n g  t h e  r e l a x a t i o n  m e t h o d  f o r  h a n d  
c o m p u t a t i o n * ,  O ne m e t h o d  o f  d o i n g  t h i s  i s  t o  u s e  
s y s t e m a t i c  o v e r - r e l a x a t i o n ,  s o m e t i m e s  c a l l e d  t h e  
e x t r a p o l a t e d  L i e b m a n n  m e t h o d .  U s i n g  t h e  s a m e  s y m b o l s  
a s  b e f o r e  t h i s  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s
x m+1 =  0) D“ 1 ( b  -  U xm -  Lxm + 1 ) -  (&>- 1 )  X m ( 2 0 )
i n  w h i c h  to i s  t h e  o v e r - r e l a x a t i o n  f a c t o r  o r  p u s h  n u m b e r .
*=* 6.9 —
s e t  t 1  -  n o  o f  i t e r a t i o n s  
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S u c c e s s i v e  d e f l e c t i o n s  u s i n g  A i t k e h ’ s  
e x t r a p o l a t i o n
-  7 2  -
W i t h  co =  1 * 0  t h e  p r o c e s s  b e c o m e s  i d e n t i c a l  t o  t h e  G a u s s -  
S e i d e l  m e t h o d *
T h e  b i g  d i f f i c u l t y  i n  u s i n g  SOR i s  t o  d e t e r m i n e  
t h e  o p t i m u m  v a l u e  o f  co f o r  a n y  p a r t i c u l a r  p r o b l e m #  T o o  
s m a l l  a  v a l u e  a n d  o n e  d o e s  n o t  g a i n  f u l l  b e n e f i t  f r o m  t h e  
m e t h o d .  T o o  l a r g e  a  v a l u e  a n d  a g a i n  c o n v e r g e n c e  i s  
r e d u c e d ,  o r  i n  e x t r e m e  c a s e s  t h e  s o l u t i o n  m a y  e v e n  d i v e r g e *  
F i g  1 8  s h o w s  ^  p l o t t e d  a g a i n s t  co f 0 r  t h e  p r o b l e m  
i l l u s t r a t e d  i n  f i g  1 3 . W h i l e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  f o r  t h e  
o p t i m u m  v a l u e  o f  co c a n  b e  f o u n d  f o r  a  f e w  s p e c i a l  c a s e s ,  
i n  g e n e r a l  o n e  h a s  n o  m e a n s  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  b e s t  v a l u e  
b e f o r e  s t a r t i n g  t h e  i t e r a t i o n  p r o c e s s *  I t  i s  n e c e s s a r y ,  
t h e r e f o r e ,  t o  d e v i s e  t e c h n i q u e s  w h i c h  e n a b l e  o n e  t o  
a d j u s t  co i n  t h e  l i g h t  o f  t h e  b e h a v i o u r  o f  ^  d u r i n g  
c o m p u t a t i o n *
T h e  o n l y  t h i n g s  w h i c h  c a n  b e  s a i d  o f  co a r e
( 1 ) t h a t  i t  l i e s  b e t w e e n  1 #0 a n d  2*0 a n d
( 2 )  t h e  l a r g e r  n  ( t h e  o r d e r  o f  A )  a n d  t h e  p o o r e r  t h e
c o n d i t i o n  o f  A ,  t h e  n e a r e r  w i l l  co a p p r o a c h  2 * 0 .
L e h m a n n ^ 9 )  s u g g e s t s  a n  e m p i r i c a l  t e c h n i q u e  f o r
a d j u s t i n g  co a s  f o l l o w s ? -
1 )  I n i t i a l l y  s e t  co t o  a  v a l u e  f o u n d  s u i t a b l e  
f r o m  e x p e r i e n c e 5 u s u a l l y  a b o u t  1 *5 °
2 )  I t e r a t e  u n t i l  ^  m a p p r o a c h e s  a  c o n s t a n t  v a l u e

3 )  I £ ,  > (  CO -  1 ) 2 thpLL <4>S*=* <0 4* (A m -  (co -  1 ) ^ )
e l s e  o> s -  co -  0 * 1  ( 2 * 0  -  co)
b) T e s t  f o r  c o n v e r g e n c e ,  I f  t h e  s o l u t i o n  h a s
n o t  y e t  c o n v e r g e d  t h e j i g o t o  2 )
T h i s  w a s  u s e d  f o r  a  n u m b e r  o f  p r o b l e m s  a n d  w o r k e d
s a t i s f a c t o r i l y  u n t i l  a  l a r g e  p r o b l e m  w i t h  o v e r  2 , 0 0 0
u n k n o w n s  w a s  t r i e d .  T h e  s o l u t i o n  f o r  t h i s  s t a r t e d  t o  
c o n v e r g e  b u t  a f t e r  a  w h i l e  i t  d i v e r g e d *  I n v e s t i g a t i o n  
s h o w e d  t h a t  a  v a l u e  o f  cb v e r y  c l o s e  t o  2 * 0  w a s  b e i n g
u s e d  a n d  i t  a p p e a r e d  t h a t  t h i s  w a s  g r e a t e r  t h a n  t h e
o p t i m u m ,  L e h m a n n ’ s  t e c h n i q u e  x v i l l ,  o f  c o u r s e ,  o n l y  w o r k
w h i l e  to i s  l e s s  t h a n  i t s  o p t i m u m  v a l u e .  T h e  p r o g r a m  w a s
m o d i f i e d  t o  h a l v e  t h e  i n c r e m e n t s  i n  cb a n d  d o u b l e  t h e
d e c r e m e n t s  s o  t h a t  s t e p  3  b e c a m e
i
3 )  I f  X  m > ( c o -  1 ) 2" t h e n
co • =  w  +  o * ?  (X m -  (co _ 1 ) T )
e l s e  co s =  w  -  0 * 2  ( 2 * 0  -  &0
T h i s  c u r e d  t h e  t r o u b l e  a n d  m a n y  s h e a r  w a l l s  w e r e  
a n a l y s e d  w i t h  t h i s  p r o g r a m ,  A t y p i c a l  g r a p h  o f A  m 
a g a i n s t  i t e r a t i o n s  i s  s h o w n  i n  f i g  19®
B l o c k  S y s  t e m a 1 i  c  o v e r - r e l a x a  t i o n
M o s t  o f  t h e  p u b l i s h e d  s u g g e s t i o n s  f o r  t h e  
a d j u s t m e n t  o f  t h e  o v e r  r e l a x a t i o n  f a c t o r ,  to r e q u i r e  
t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  t o  h a v e  Y o u n g ’ s  P r o p e r t y  A ,
-  y if  T
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F o r  a  m a t r i x  t o  h a v e  p r o p e r t y  A ,  i t  m u s t  b e  
p o s s i b l e  t o  r e o r d e r  t h e  e q u a t i o n s  s o  t h a t  t h e  m a t r i x  
c a n  b e  p a r t i t i o n e d  i n t o  t h e  f o r m s
r ~
D1 R
r T
D2
w h e r e  a n d  D2  a r e  d i a g o n a l  m a t r i c e s ,
R h a s  n o  s p e c i a l  p r o p e r t i e s .  I t  n e e d  n o t  e v e n  b e
s q u a r e .  S o m e  s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  h a v e  p o i n t  P r o p e r t y  A
s o  t h a t  D.j a n d  D2  a r e  s t r i c t l y  d i a g o n a l ,  b u t  i t  i s  n o t
g e n e r a l l y  p o s s i b l e  t o  o r d e r  s t i f f n e s s  e q u a t i o n s  f o r  
s t r u c t u r a l  p r o b l e m s  i n  t h i s  w a y .  W h a t  i s  p o s s i b l e ,  
h o w e v e r ,  i s  t o  o r d e r  t h e m  s o  t h a t  t h e y  h a v e  b l o c k  
P r o p e r t y  A? a n d  D2  b e i n g  b l o c k  d i a g o n a l .  T h e  w a y  i n
w h i c h  t h i s  c a n  b e  d o n e  c a n  b e  s e e n  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  
s t r u c t u r e  s h o w n  i n  f i g  2 0  a n d  i t s  s t i f f n e s s  m a t r i x  s h o w n  
i n  f i g  2 1 .
I f  t h e  j o i n t s  o n  e a c h  s e c t i o n  c u t  t h r o u g h  t h e  
s t r u c t u r e  a r e  g r o u p e d  t o g e t h e r ,  t h e  s t i f f n e s s  m a t r i x  
b e c o m e s  b l o c k  t r i - d i a g o n a l ,  a s  f i g  2 2 ,  w h e r e  e a c h  s q u a r e  
r e p r e s e n t s  t h e  s e l f -  o r  c r o s s - s t i f f n e s s  o f  a l l  j o i n t s  o n  
a  s e c t i o n .
B y  r e o r d e r i n g  t h e  s e c t i o n s  i n  t h e  s e q u e n c e  1 3  5  . . .  
2  *+ 6  . . .  t h e  s t i f f n e s s  m a t r i x  t a k e s  t h e  r e q u i r e d  f o r m ?  
f i g  23®
F i g  2 0
S t r u c t u r e  w i t h  j o i n t s  a n d  s e c t i o n s  n u m b e r e d
■ ii i. mm
-  78 -
1 8. 3 4 5 4 7 © 9 10 I I 12. I S i** Iff 1 b 17 »§
1 X X X X
1 X X X X X X
3 X X X X
4 X X X X X X
s X X X X X X X X X
6 X X X y X X
7 X X X X X X
8 X X X X X X X X X
9 X X X X X X
10 X X X X X X
U X X X X X X X X X
la , X X X X X X
13 X X X X X X
14 X X y X X X X X X
IS y X X X X X
\k X * X X
17 X X X X X X
' 8 X X X X
F i g  21
Stiffness matrix for structure of fig 20*
-  7 9  -
1 1 3 4 s A
I XX
I XXX
3 XxX
4 x
5 XXX
4
I XX
F i g  2 2
S t i f f n e s s  m a t r i x  f o r  s t r u c t u r e  o f  f i g  21  
p a r t i t i o n e d  i n t o  t r i d i a g o n a l  f o r m .
— 8 0  “•
i 3 5 2* 4 6
1X X
3 X x
5 X X
2 X V  /X
4 X X
6 X X
F i g  2 3
S t i f f n e s s  m a t r i x  o f  s t r u c t u r e  r e - o r d e r e d  
t o  h a v e  b l o c k  P r o p e r t y  fA f
- 81 «
I t  i s  o f  c o u r s e  n e c e s s a r y  t o  u s e  b l o c k  s y s t e m a t i c  
o v e r - r e l a x a t i o n  i n  t h e  i t e r a t i o n  p r o c e s s .  T h i s  i n v o l v e s  
s o l v i n g  f o r  t h e  d i s p l a c e m e n t s  i n  t h e  w h o l e  o f  e a c h  s e c t i o n  
a t  e a c h  i t e r a t i o n ,  a n d  c o n s e q u e n t l y  t h e  f o r m  o f  t h e  
d i a g o n a l  s u b m a t r i c e s  o f  a n d  D2  ^ 3 i m p o r t a n c e .  F o r
f i n i t e  e l e m e n t  p r o b l e m s  i n  s h e a r  w a l l s  a n d  t h e  l i k e ,  i t  
w i l l  b e  s e e n  t h a t  t h e s e  s u b m a t r i c e s  m a y  t h e m s e l v e s  b e  
p a r t i t i o n e d  i n t o  t r i d i a g o n a l  f o r m  s u i t a b l e  f o r  t h e  u s e  
o f  b l o c k  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n .  T h e  s u b m a t r i c e s  o f  t h e  
s u b m a t r i c e s  a r e  o f  t h e  o r d e r  2 x 2  a n d  h e n c e  t h i s  p r o c e s s  
w i l l  b e  v e r y  f a s t .
F o r  a n y  s e c t i o n  t h e  f o r c e s  e x e r t e d  o n  i t  w h i c h  
a r i s e  f r o m  t h e  c o n n e c t i o n  t o  a d j a c e n t  s e c t i o n s  m a y  b e  
c o n s i d e r e d  a s  l o a d s  a n d  t r e a t e d  i n  t h e  s a m e  w a y  a s  a n y  
a c t u a l  l o a d s  o n  t h e  s e c t i o n .
A p r o g r a m  w a s  w r i t t e n  i n  A l g o l  f o r  t h e  IC L  1 9 0 ? F
( 2 1 )
c o m p u t e r  u s i n g  a  t e c h n i q u e  d e s c r i b e d  b y  C a r r &  f o r  
a d j u s t i n g  t h e  v a l u e  o f  © . T h i s  w a s  m o s t  s u c c e s s f u l  -  
t h e  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  w a s  p r a c t i c a l l y  d o u b l e d  c o m p a r e d  
w i t h  p o i n t  S . O . R .  T h e  e x t r a  c o m p l i c a t i o n s  i n  t h e  
p r o g r a m  m e a n t ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  t i m e  r e q u i r e d  p e r  
i t e r a t i o n  w a s  i n c r e a s e d  s o  t h a t  t h e  g a i n  w a s  s m a l l e r  t h a n  
a n t i c i p a t e d .
A g r a p h  o f  ^  i s  s h o w n  i n  f i g  2 4 .  T h i s  i s  f o r  
a  w a l l  d i v i d e d  i n t o  9 6 1  e l e m e n t s .  T h e  s t a r t i n g  v a l u e

-  83 -
o f  o) w a s  1 * 9  a n d  X  r i s e s ' t o  a  p e a k  o f  1*5*!? f o r  t h e  
s e c o n d  i t e r a t i o n  ( i n  t h e  g r a p h  t h e  p e a k s  a b o v e  1*02 
a r e  t r u n c a t e d  t o  a l l o w  a  b e t t e r  s c a l e  t o  b e  u s e d ) .
A f t e r  f o r t y  i t e r a t i o n s  co i s  i n c r e a s e d  t o  1 * 9 3 3  ( p o i n t  A 
o n  t h e  g r a p h )  a n d  a t  B i t  i s  i n c r e a s e d  t o  1 * 9 3 6 .  F i n a l l y  
a t  C i t  i s  s e t  t o  1 * 9 ^ 7  a n d  n o  f u r t h e r  a d j u s t m e n t s  m a d e .
I f  t h e  o p t i m u m  v a l u e  o f  co i s  u s e d  t h e n  C a r r 6 
s h o w s  t h a t  X * -> (c o -  1 ) . .  F o r  t h i s  c a s e  X  a p p r o a c h e d  
0 * 9^ 5 6 , a  v a l u e  v e r y  s l i g h t l y  l e s s  t h a n  ( c o -  1 ) s o  t h a t  
co i s  v e r y  c l o s e  t o  i t s  o p t i m u m .  T h u s  C a r r e ' s  t e c h n i q u e  
w a s  s a t i s f a c t o r y  f o r  t h i s  p r o b l e m  a n d  t h e  o t h e r  s h e a r  
w a l l s  a n a l y s e d .
D y n a m i c  R e l a x a t i o n
(OF)
S i n c e  t h e  p u b l i c a t i o n  b y  O t t e r  e t  a l  o f  a  
d e s c r i p t i o n  o f  d y n a m i c  r e l a x a t i o n ,  m u c h  a t t e n t i o n  h a s  b e e n  
p a i d  t o  t h i s  t e c h n i q u e  f o r  s o l v i n g  s t r u c t u r a l  e q u a t i o n s *  
H u s s e y p o i n t s  o u t ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  
u s i n g  d y n a m i c  r e l a x a t i o n  i s  a l w a y s  h a l f  t h a t  o f  SOR a n d  
s o  n o  a t t e m p t  w a s  m a d e  t o  p r o g r a m  t h e  d y n a m i c  r e l a x a t i o n  
t e c h n i q u e .
\ .
The u s e  o f  f i n i t e  e l e m e n t s  t o  m o d e l  a  h o m o g e n e o u s  
H o o k e a n  m a t e r i a l  h a s  a  s o u n d  t h e o r e t i c a l  b a s i s  b u t  
c o n c r e t e  o n l y  a p p r o x i m a t e s  t o  s u c h  a n  i d e a l i z e d  m a t e r i a l .  
T h u s  t h e  e x p e r i m e n t a l  w o r k  h a d  t o  b e  d e s i g n e d  t o  v a l i d a t e  
f i r s t l y  t h e  u s e  o f  f i n i t e  e l e m e n t s  a s  a  m o d e l  f o r  c o n c r e t e ,  
a n d  s e c o n d l y  t h e  m e t h o d  o f  r e p r e s e n t i n g  t h e  s t e e l  r e i n f o r c e ­
m e n t  i n  t h e  m o d e l *  I t  w a s  d e c i d e d  t h a t  t h i s  c o u l d  b e s t  b e  
d o n e  b y  c o m p a r i n g  t h e  s t r a i n s  m e a s u r e d  o n  c o n c r e t e  w a l l  
p a n e l s  u n d e r  l o a d  w i t h  t h o s e  c a l c u l a t e d  u s i n g  a  f i n i t e  
e l e m e n t  m o d e l  o f  t h e  w a l l .
C o n c r e t e  d i f f e r s  f r o m  t h e  i d e a l i z e d  m a t e r i a l  u s e d  i n  
t h e  d e r i v a t i o n  o f  f i n i t e  e l e m e n t s  b y  b e i n g  h e t e r o g e n e o u s  
a n d  h a v i n g  a  n o n - l i n e a r  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  s t r e s s  a n d  
s t r a i n .  W h en  f i r s t  l o a d e d ,  c o n c r e t e  a l s o  e x h i b i t s  a  
h y s t e r e s i s  e f f e c t ,  b u t  t h i s  d i s a p p e a r s  a f t e r  a b o u t  s i x  
c y c l e s  o f  l o a d i n g  a n d  u n l o a d i n g .
T he h e t e r o g e n e i t y  o f  c o n c r e t e  o c c u r s  b o t h  o n  a  
s m a l l  s c a l e  a n d  l a r g e .  T h e  d i f f e r e n t  e l a s t i c  p r o p e r t i e s  
o f  t h e  a g g r e g a t e  a n d  c e m e n t  p a s t e  r e s u l t  i n  r a p i d  
v a r i a t i o n s  o f  s t r a i n  f r o m  p o i n t  t o  p o i n t  i n  a  l o a d e d  
s p e c i m e n .  T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  f r i n g e  p a t t e r n  
r e v e a l e d  b y  t h e  p h o t o s t r e s s  t e c h n i q u e  i s  q u i t e  
u s e l e s s .  H o w e v e r ,  b y  m e a s u r i n g  o n  a  g a u g e  l e n g t h  o f
IV
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f o u r  i n c h e s  o r  m o r e  t h e  s t r a i n s  w i l l  b e  i n t e g r a t e d  t o  
g i v e  a n  a v e r a g e  v a l u e  w h i c h  m a y  s e n s i b l y  b e  c o m p a r e d  
w i t h  t h e  c a l c u l a t e d  s t r a i n s  f o r  t h e  s a m e  g a u g e  l e n g t h .
On t h e  l a r g e  s c a l e ,  v a r i a t i o n s  i n  t h e  p r o p e r t i e s  
o f  t h e  h a r d e n e d  c o n c r e t e  o c c u r  b e c a u s e  o f  t h e  i m p o s s i b i l i t y  
o f  e n s u r i n g  a  c o m p l e t e l y  u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  
c o n s t i t u e n t s  i n  t h e  p l a c e d  a n d  c o m p a c t e d  c o n c r e t e .  T h i s  
v a r i a t i o n  c a n  b e  k e p t  w i t h i n  b o u n d s  b y  c a r e f u l  d e s i g n  o f  
t h e  m i x  s o  a s  t o  a v o i d  s e g r e g a t i o n ,  a n d  b y  t h o r o u g h  
m i x i n g  a n d  c o m p a c t i o n .  E v e n  s o  t h e  v a r i a t i o n  i n  
p r o p e r t i e s  m a y  w e l l  b e  c o n s i d e r a b l e .  I t s  e f f e c t s  c a n  b e  
m i n i m i z e d  b y  p l a c i n g  g a u g e s  s y m m e t r i c a l l y  w i t h  r e s p e c t  t o  
a n y  p l a n e  o f  s y m m e t r y  i n  t h e  s p e c i m e n .  I n  t h i s  w a y  t w o  
o r  m o r e  g a u g e s  w i l l  t h e o r e t i c a l l y  b e  s u b j e c t e d  t o  t h e  
s a m e  s t r a i n s  a n d  t h e i r  r e a d i n g s  m a y  b e  c o m b i n e d  t o  g e t  a  
b e t t e r  e s t i m a t e  o f  t h e  s t r a i n .
T h e  n o n - l i n e a r i t y  o f  c o n c r e t e  o n l y  b e c o m e s  
p r o n o u n c e d  a t  s t r e s s e s  g r e a t e r  t h a n  h a l f  t h e  f a i l u r e  
s t r e s s .  T h u s  i f  m e a s u r e m e n t s  a r e  m a d e  o n l y  a t  l o w  
l o a d s ,  t h e  e r r o r s  i n  m e a s u r e m e n t  w i l l  b e  g r e a t e r  t h a n  a n y  
i n t r o d u c e d  b y  a s s u m i n g  a  l i n e a r  s t r e s s - s t r a i n  
r e l a t i o n s h i p  f o r  t h e  c o n c r e t e .
I t  w o u l d  t h u s  a p p e a r  t h a t  t h e  i d e a l  c o n c r e t e  
s p e c i m e n  f o r  t e s t i n g  w o u l d  b e  l a r g e  w i t h  a  n u m b e r  o f  
p l a n e s  o f  s y m m e t r y  i n  b o t h  t h e  s p e c i m e n  a n d  i t s  l o a d s .
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T h e  l o a d s  s h o u l d  b e  o n l y  s u c h  a s  t o  c a u s e  s m a l l  s t r e s s e s  
a n d  m e a s u r e m e n t s  o f  s t r a i n  s h o u l d  b e  m a d e  w i t h  g a u g e s  
f o u r  i n c h e s  o r  m o r e  i n  l e n g t h .  A s  a l w a y s  i d e a l s  m u s t  
b e  t e m p e r e d  b y  t h e  c o l d  w i n d s  o f  r e a l i t y ;  l a b o r a t o r i e s  a r e  
o f  f i n i t e  a n d  f i x e d  s i z e ;  d o u b l i n g  t h e  s i z e  o f  t h e  
s p e c i m e n  w i l l  i n  g e n e r a l  r e q u i r e  t h e  l o a d s  t o  b e  
q u a d r u p l e d  a n d  t h e  s t r e n g t h  a n d  c o s t  o f  t h e  t e s t i n g  f r a m e  
w i l l  h a v e  t o  b e  i n c r e a s e d  e v e n  m o r e .  S m a l l  s t r e s s e s  
m e a n  t h a t  t h e  s t r a i n s  w i l l  b e  s m a l l ,  s o  t h a t  t h e  
p r o p o r t i o n a l  e r r o r s  i n  m e a s u r e m e n t  w i l l  b e  l a r g e .
T h e  b e s t  c o m p r o m i s e  b e t w e e n  t h e  c o n f l i c t i n g  
r e q u i r e m e n t s  a p p e a r e d  t o  b e  a  w a l l  p a n e l  a b o u t  f o u r  
f e e t  s q u a r e  a n d  f o u r  i n c h e s  t h i c k *  T h i s  w a s  t h e  
l a r g e s t  w h i c h  w a s  p r a c t i c a l  i n  t h e  l i m i t e d  s p a c e  
a v a i l a b l e .  T h e  l a r g e s t  h y d r a u l i c  j a c k s  w h i c h  w e r e  
r e a d i l y  a v a i l a b l e  w e r e  o f  100 t o n s  c a p a c i t y  a n d  i t  
a p p e a r e d  t h a t  t h e s e  w o u l d  b e  a d e q u a t e  t o  i m p o s e  
s i g n i f i c a n t  s t r a i n s  o n  t h e  s p e c i m e n ,  i f  n o t  t o  c a u s e  
a c t u a l  f a i l u r e .  To r e s i s t  t h e  r e a c t i o n s  f r o m  t h e  
j a c k s  a n d  s p e c i m e n  a  s q u a r e  f r a m e  w a s  d e s i g n e d  u s i n g  
3 3  x  1 1 i  x  1 5 2  l b  U .B o  T h i s  h a d  a  c l e a r  o p e n i n g  s i x  
f e e t  s q u a r e  t o  a l l o w  a  t o t a l  o f  tw o  f e e t  f o r  t h e  j a c k s ,  
l o a d  c e l l s  a n d  t h e  l i k e  a r o u n d  t h e  s p e c i m e n .  T h e  
o v e r a l l  h e i g h t  o f  t h e  f r a m e  w a s  a  l i t t l e  o v e r  t x r e l v e  
f e e t  s o  t h a t  i t  j u s t  f i t t e d  i n t o  t h e  1 2 *6 ” h e a d r o o m  o f  
t h e  l a b o r a t o r y .
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I t  w a s  o r i g i n a l l y  i n t e n d e d  t o  m e a s u r e  t h e  s t r a i n s
w i t h  a  D e m e c  g a u g e  b u t  p r e l i m i n a r y  t e s t s  c o n d u c t e d  b y  
( 22 )
R e a d e r  s h o w e d  t h i s  t o  b e  q u i t e  i m p r a c t i c a l  b e c a u s e
o f  t h e  t i m e  t a k e n  t o  r e c o r d  t h e  r e a d i n g s .  S h o r t l y
a f t e r  R e a d e r  c o m p l e t e d  h i s  w o r k  a  l a r g e  d a t a  l o g g i n g
s y s t e m  w a s  a c q u i r e d  b y  t h e  D e p a r t m e n t  a n d  d i f f e r e n t  t y p e s
o f  s t r a i n  t r a n s d u c e r  s u i t a b l e  f o r  u s e  w i t h  i t  w e r e
( 2 3 )
i n v e s t i g a t e d  b y  D e l v e s *
F o r  t h e  m a i n  t e s t s  i t  w a s  d e c i d e d  t o  u s e  a  1iT,f 
m o d u l e  f o r  b o t h  t h e  s p e c i m e n s  a n d  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  
m o d e l ,  s o  t h a t  c o m p a r i s o n s  b e t w e e n  t h e  t w o  w o u l d  b e  
f a c i l i t a t e d .  F o r  e a c h  s p e c i m e n  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  
m o d e l  w a s  a n a l y s e d  f o r  a  u n i t  l o a d  a t  e a c h  o f  t h e  j a c k i n g  
p o i n t s  i n  t u r n *  T h e  c a l c u l a t e d  s t r a i n  c o r r e s p o n d i n g  t o  
a n y  p a r t i c u l a r  g a u g e  o n  t h e  s p e c i m e n  a n d  a  p a r t i c u l a r  
c o m b i n a t i o n  o f  l o a d s  c o u l d  t h e n  b e  r e a d i l y  f o u n d  a n d  
c o m p a r e d  w i t h  t h e  m e a s u r e d  s t r a i n *
S t r a i n  T r a n s d u c e r s
T h e  W e s t l a n d  d a t a  l o g g e r  w a s  d e s i g n e d  t o  r e c o r d  o n  
t o  p u n c h e d  p a p e r  t a p e  t h e  d i g i t i z e d  f o r m  o f  t h e  s m a l l  
s i g n a l  o b t a i n e d  f r o m  e l e c t r i c  r e s i s t a n c e  s t r a i n  g a u g e s *
Up t o  g a u g e s  c o u l d  b e  c o n n e c t e d  a t  a n y  o n e  t i m e ^  t h e  
c o n t r o l  c i r c u i t s  o f  t h e  l o g g e r  s w i t c h i n g  e a c h  o f  t h e m  i n  
t u r n  t o  t h e  d i g i t i z i n g  c i r c u i t s  f o r  r e c o r d i n g *  T h e
d i g i t i z e d  s i g n a l  w a s  a l s o  d i s p l a y e d  t o  f a c i l i t a t e  t h e
i n i t i a l  a d j u s t m e n t  o f  t h e  g a u g e s .  A d e t a i l e d
d e s c r i p t i o n  o f  t h e  d a t a  l o g g e r  i s  g i v e n  i n  a p p e n d i x  A .
S t i c k i n g  e l e c t r i c  r e s i s t a n c e  s t r a i n  g a u g e s
s t r a i g h t  o n  t o  c o n c r e t e  s p e c i m e n s  h a s  a  n u m b e r  o f
d i s a d v a n t a g e s 9 n o t  l e a s t  o f  w h i c h  i s  t h e  c o s t  o f  t h e
g a u g e s ? w h i c h  c a n  b e  u s e d  o n c e  o n l y .  I t  w a s  d e c i d e d
t o  i n v e s t i g a t e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  u s i n g  a  s t r a i n
t r a n s d u c e r  w h i c h  c o u l d  b e  r e c o v e r e d  f r o m  t h e  s p e c i m e n
( 2 4 )
a f t e r  t e s t i n g .  A n  a r t i c l e  b y  N ew m an e t  a l  
s u g g e s t e d  t h a t  a  f l e x i b l e  p r o v i n g  r i n g  w i t h  s t r a i n  
g a u g e s  m o u n t e d  o n  i t  m i g h t  b e  s u i t a b l e .  A n  a c r y l i c  
r e s i n  ( P e r s p e x )  p r o v i n g  r i n g  t r a n s d u c e r  w a s  i n v e s t i g a t e d  
b y  D e l v e s .  I n  a d d i t i o n  t o  e x a m i n i n g  t h e  d r i f t ,  l i n e a r i t y  
a n d  s e n s i t i v i t y ,  D e l v e s  c o n s i d e r e d  a  n u m b e r  o f  v a r i a t i o n s  
i n  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  r i n g  a n d  t h e i r  e f f e c t  o n  t h e  
s e n s i t i v i t y  o f  t h e  d e v i c e .
D e l v e s * s  c o n c l u s i o n s  m a y  b e  s u m m a r i s e d  a s  f o l l o w s
1 .  T h e  s e n s i t i v i t y  o f  a  p a r t i c u l a r  a r r a n g e m e n t  c o u l d  
b e  p r e d i c t e d  t o  w i t h i n  p l u s  o r  m i n u s  10$  b y  s i m p l e  
c a l c u l a t i o n s  b a s e d  o n  e l a s t i c  t h e o r y ,
2 ,  T h e  d e v i c e  w a s  s e n s i b l y  l i n e a r  o v e r  a  x d .d e  r a n g e  
o f  s t r a i n s ,
3 *  T h e r e  w a s  n o  s i g n i f i c a n t  c h a n g e  i n  r e a d i n g  a t
c o n s t a n t  s t r a i n  o v e r  a  p e r i o d  o f  h o u r s ,  o n c e  t h e  
i n i t i a l  t h e r m a l  d r i f t  w a s  o v e r .
«. 03 *
b m T h e  l o w  t h e r m a l  c o n d u c t i v i t y  o f  P e r s p e x  m e a n t  t h a t
t h e r e  w a s  c o n s i d e r a b l e  d r i f t  w h e n  t h e  g a u g e s  w e r e  
f i r s t  e n e r g i z e d  a n d  t h a t  t h e y  w e r e  s u s c e p t i b l e  t o  
d r a u g h t s .  T h e s e  e f f e c t s  w e r e  m u c h  e x a g g e r a t e d  a t  
h i g h  e n e r g i z i n g  v o l t a g e s ,
5® T h e  P e r s p e x  r i n g s  w e r e  e x p e n s i v e  t o  m a k e ,  b e i n g  c u t
f r o m  a  t u b e  a n d  t h e n  f o r m e d  t o  t h e  r e q u i r e d  p r o f i l e  
o n  a  m i l l i n g  m a c h i n e .
6 .  T h e y  c o u l d  n o t  b e  p l a c e d  c l o s e  t o g e t h e r .
7 .  T h e  r i n g s  w e r e  r e l a t i v e l y  s t i f f  a n d  a l t h o u g h  n o t  s o  
s t i f f  a s  m a t e r i a l l y  t o  a f f e c t  t h e  s t r e s s  i n  t h e  
s p e c i m e n ,  t h e y  i m p o s e d  a  c o n s i d e r a b l e  f o r c e  o n  t h e  
m o u n t i n g s  b y  w h i c h  t h e y  w e r e  a t t a c h e d  t o  t h e  s p e c i m e n .
D e s p i t e  t h e  l i m i t a t i o n s  r e v e a l e d  b y  D e l v e s  i t  w a s  
a p p a r e n t  t h a t  P e r s p e x  w o u l d  b e  a  s a t i s f a c t o r y  m a t e r i a l  i f  
a  b e t t e r  s h a p e  c o u l d  b e  d e v i s e d  a n d  s o  t e s t s  w e r e  m a d e  
u s i n g  a  r e c t a n g u l a r  p o r t a l  f r a m e .  T h e  p o r t a l  f r a m e  
p r o v e d  t o  b e  m u c h  b e t t e r .  I t  w a s  v e r y  e a s y  t o  p r o d u c e ,  
c o m p a c t  a n d  m o r e  f l e x i b l e  t h a n  t h e  r i n g s .
T h e  d e s i g n  f i n a l l y  a d o p t e d  c o n s i s t e d  o f  a  b e a m  
3 / 8 ” w i d e  b y  1/ M 1 t h i c k  a n d  l o n g ,  w i t h  l e g s  5/ 8 ” x  
3 / 8 ” b y  1 ” l o n g .  T h e  l e g s  w e r e  f i x e d  t o  t h e  b e a m  u s i n g
t •
a  s o l v e n t  g l u e .  C o u n t e r s u n k  h o l e s  w e r e  m a d e  n e a r  t h e  
b a s e  o f  t h e  l e g s  t o  r e c e i v e  t h e  h e a d  o f  t h e  f i x i n g  s c r e w .  
S t r a i n  g a u g e s  w e r e  g l u e d  t o  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  f a c e s  o f
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t h e  b e a m ,  a n d  a  l e n g t h  o f  s c r e e n e d  U—c o r e  c a b l e  a t t a c h e d  
t o  t h e  g a u g e s  f o r  c o n n e c t i o n  t o  t h e  d a t a  l o g g e r *
D e t a i l s  a r e  s h o w n  i n  f i g  25®
W i t h  t h i s  d e s i g n  o n e  d i g i t  i n  t h e  l e a s t  s i g n i f i ­
c a n t  p o s i t i o n  o f  t h e  d i g i t i z e d  s i g n a l  f r o m  t h e  d a t a  
l o g g e r  (1 l o g g e r  u n i t )  c o r r e s p o n d e d  t o  18m m$ s o  t h a t  
i f  u s e d  o n  a  6 n g a u g e  l e n g t h  o n e  l o g g e r  u n i t  w o u l d  
c o r r e s p o n d  t o  3 M s t#
To e n s u r e  a  s e c u r e  f i x i n g  t o  t h e  s p e c i m e n  t h e  
a r r a n g e m e n t  s h o w n  i n  f i g  26 w a s  d e v i s e d *  T h e  t h r e a d e d  
b o s s e s  w e r e  c a s t  i n t o  t h e  s p e c i m e n  a n d  t h e  b o l t s  a n d  
t r a n s d u c e r s  f i t t e d  w h e n  t h e  s p e c i m e n  h a d  b e e n  p o s i t i o n e d  
i n  t h e  l o a d i n g  f r a m e *  T h e  n o m i n a l  g a u g e  l e n g t h  w a s  6 ,f 
b u t  t h e  r a n g e  o f  a d j u s t m e n t  p r o v i d e d  b y  t h e  6 BA s c r e w s  
w a s  s u c h  t h a t  t h e  b o s s e s  c o u l d  b e  p o s i t i o n e d  e i t h e r  6 U 
a p a r t  ( c o r r e s p o n d i n g  t o  f o u r  1ir n m o d u l e s )  o r  d i a g o n a l l y  
a c r o s s  a  3 m o d u l e  s q u a r e  g i v i n g  a  g a u g e  l e n g t h  o f  
3  x  1 *5  A 2 *  6 *3 6 ".
D e l v e s  h a d  f o u n d  t h a t  t h e  s e n s i t i v i t y  o f  t h e  
P e r s p e x  r i n g s  v a r i e d  s l i g h t l y  f r o m  w e e k  t o  w e e k  a n d  i t  
w a s  t h e r e f o r e  f e l t  t h a t  b e f o r e  m o u n t i n g  t h e  t r a n s d u c e r s  
t h e y  s h o u l d  b e  c a l i b r a t e d  f o r  e a c h  s p e c i m e n *  O b v i o u s l y  
i f  t h i s  w e r e  d o n e  m a n u a l l y ,  t h e n  t h e  t i m e  s a v e d  b y  
u s i n g  t h e  d a t a  l o g g e r  f o r  r e c o r d i n g  t h e  r e s u l t s  w o u l d  
b e  l o s t  i n  t h e  c a l i b r a t i o n  p r o c e s s #  A r i g  w a s
S t r a i n  t r a n s d u c e r
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t h e r e f o r e  d e s i g n e d  t o  c a l i b r a t e  t h e  g a u g e s  i n  g r o u p s  o f  
t e n  a g a i n s t  t w o  s t a n d a r d  o n e s *  T h i s  r i g  w a s  a u t o m a t i c  
i n  i t s  o p e r a t i o n ,  s o  t h a t  o n c e  t h e  g a u g e s  h a d  b e e n  m o u n t e d  
i n  i t  t h e  c a l i b r a t i o n  p r o c e s s  p r o c e e d e d  w i t h o u t  f u r t h e r  
i n t e r v e n t i o n  -  s e e  a p p e n d i x  B* T h e  t w o  s t a n d a r d  g a u g e s  
were c a l i b r a t e d  m a n u a l l y  u s i n g  a  W a y n e - K e r r  c a p a c i t a n c e  
b r i d g e ,  a s  s h o w n  i n  f i g  2 7 ®
A p p l i c a t i o n  a n d  m e a s u r e m e n t  o f  l o a d s
V e r t i c a l  l o a d s  were  a p p l i e d  t o  t h e  e d g e  o f  t h e  
w a l l  p a n e l  s p e c i m e n  b y  t w o  100 - t o n  h y d r a u l i c  j a c k s ,  a n d  
a  50 - t o n  j a c k  c o u l d  a p p l y  a  h o r i z o n t a l  f o r c e *
T h e  j a c k s  w e r e  c o n n e c t e d  t o  h a n d  o p e r a t e d  
h y d r a u l i c  p u m p s  b y  f l e x i b l e  h o s e s  a s  s h o w n  d i a g r a m m a t i c a l l y  
i n  f i g  2 8 *  T h e  b a s e s  o f  t h e  j a c k s  w e r e  b o l t e d  t o  -J-,f 
t h i c k  s t e e l  b a s e  p l a t e s  w h i c h  i n  t u r n  w e r e  h e l d  i n  
p o s i t i o n  a g a i n s t  t h e  f l a n g e  o f  t h e  l o a d i n g  f r a m e  b y  c l i p s #
A s  t h e  s t r a i n s  w e r e  t o  b e  r e c o r d e d  b y  t h e  d a t a  
l o g g e r  i t  w a s  o b v i o u s l y  d e s i r a b l e  t o  r e c o r d  t h e  l o a d s  i n  
t h e  s a m e  w a y *  S t r a i n  g a u g e s  w e r e  s t u c k  t o  t h e  B o u r d o n  
t u b e  o f  t h e  p r e s s u r e  g a u g e s  i n  t h e  h y d r a u l i c  c i r c u i t  
a n d  w i r e d  t o  t h e  d a t a  l o g g e r *  U n f o r t u n a t e l y ,  h o w e v e r ,  
t h e  r e a d i n g s  w e r e  t o o  s m a l l  t o  g i v e  a d e q u a t e  s e n s i t i v i t y ,  
a n d  t h e  i d e a  w a s  a b a n d o n e d  i n  f a v o u r  o f  c o m m e r c i a l l y  m a d e  
l o a d  c e l l s *  T h e  t y p e  u s e d  w e r e  o r i g i n a l l y  d e v e l o p e d  b y
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F i g  2 7
W a y n e  K e r r  B r i d g e  u s e d  f o r  c a l i b r a t i n g  g a u g e s
-  95
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H y d r a u l i c  s u p p l y  t o  j a c k s .
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t h e  N a t i o n a l  C o a l  B o a r d  f o r  m e a s u r i n g  t h e  l o a d  i n  p i t  
p r o p s  a n d  t h e  l i k e *  T h e y  c o n s i s t e d  o f  a  s h o r t  l e n g t h  o f  
s t e e l  t u b e  t o  w h i c h  p l a t e s  w e r e  f i x e d  a t  t h e  e n d s *  T h e  
s t r a i n s  i n  t h e  t u b e  w e r e  m e a s u r e d  b y  s t r a i n  g a u g e s  a n d  
h e n c e  t h e  c e l l  c o u l d  b e  w i r e d  t o  t h e  d a t a  l o g g e r  a s  
t h o u g h  i t  w e r e  a  s t r a i n  t r a n s d u c e r *
I f  t h e  l o a d  c e l l  w e r e  t o  b e  p l a c e d  d i r e c t l y  o n  t h e  
s p e c i m e n ,  f r i c t i o n  b e t w e e n  t h e  t w o  w o u l d  r e s u l t  i n  a n  
i n d e t e r m i n a t e  f o r c e  b e i n g  a p p l i e d  t o  t h e  s p e c i m e n  a t  
r i g h t  a n g l e s  t o  t h e  l i n e  o f  a c t i o n  o f  t h e  j a c k *  To  
o v e r c o m e  t h i s  a  s m a l l  b r i d g e  b e a r i n g  w a s  u s e d .  T h i s  
c o n s i s t e d  o f  t w o  3/b"  t h i c k  s t e e l  p l a t e s  5-g*" x  kj?" t o  o n e  
o f  w h i c h  w a s  f i x e d  a  s h e e t  o f  P T F E , a n d  t o  t h e  o t h e r  a  
p o l i s h e d  s t a i n l e s s  s t e e l  p l a t e *  T h e  c o e f f i c i e n t  o f  
f r i c t i o n  o f  t h i s  b e a r i n g  w a s  o f  t h e  o r d e r  o f  V% s o  t h a t  
a n y  l a t e r a l  f o r c e  w o u l d  b e  n e g l i g i b l e  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  
t h e  d i r e c t  l o a d .
B e t w e e n  t h e  s l i d i n g  b e a r i n g  a n d  t h e  s p e c i m e n  a  
9 ,! x  H-1* x  1-|-n s t e e l  s l a b  w a s  p l a c e d  t o  d i s t r i b u t e  t h e  
l o a d  o v e r  a n  a r e a  w h i c h  w a s  a  m u l t i p l e  o f  t h e  m o d u l e *  
F i g  29 s h o w s  t h e  w h o l e  a s s e m b l y  o f  j a c k ,  l o a d  
c e l l ,  b e a r i n g  a n d  s l a b *  T h e  u s e  o f  t h e  l o a d  c e l l ,  w h i c h  
w a s  n o t  e n v i s a g e d  w h e n  t h e  l o a d i n g  f r a m e  w a s  d e s i g n e d ,  
m e a n t  t h a t  t h e  s p e c i m e n  h a d  t o  b e  r e d u c e d  f r o m  *+! 0 t! t o  
3 * 9 "  s q u a r e *
F i g  2 9
L o a d  c e l l  i n  p o s i t i o n  o n  s p e c i m e n
To p r o v i d e  s u p p o r t  c o n d i t i o n s  w h i c h  c o u l d  b e  
s i m u l a t e d  b y  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m o d e l ,  9 " x  *+” x  1-g-” 
s t e e l  s l a b s  w e r e  p o s i t i o n e d  b e t w e e n  t h e  f r a m e  a n d  t h e  
s p e c i m e n .  F i g  3 0  s h o w s  t h e  a r r a n g e m e n t  o f  t h e  l o a d i n g  
f r a m e ,  j a c k s ,  s p e c i m e n s  a n d  s u p p o r t s .
C r i t i c a l  P a t h  N e t w o r k
A t  o n e  s t a g e  i t  a p p e a r e d  t h a t  i t  w o u l d  b e  p o s s i b l e  
t o  c o m p l e t e  t h e  e x p e r i m e n t a l  w o r k  d u r i n g  o n e  Sum m er  
v a c a t i o n ,  p r o v i d e d  a l l  t h e  b i t s  a n d  p i e c e s  o f  t h e  
a p p a r a t u s  c o u l d  b e  m a d e  a n d  a s s e m b l e d  i n  t i m e .  To h e l p  
p l a n  t h e  d e t a i l s  a  c r i t i c a l  p a t h  n e t w o r k  w a s  d r a w n  w h i c h  
s h o w e d  e v e r y  d i s t i n c t  a c t i v i t y  n e c e s s a r y  b e f o r e  t e s t i n g  
c o u l d  b e  s t a r t e d .  I t  i s  r e p r o d u c e d  a s  f i g  31® T h i s  w a s  
c e r t a i n l y  o f  v a l u e  i n  a s  m u c h  a s  i t  e n s u r e d  t h a t  n o  v i t a l  
s t e p  w a s  f o r g o t t e n .  I t  w a s  a l s o  m o s t  u s e f u l  f o r  
p e r s u a d i n g  m a n u f a c t u r e r s  a n d  w o r k s h o p  t e c h n i c i a n s  t o  
k e e p  t o  p r o m i s e d  d e l i v e r y  d a t e s .
T h e  a n a l y s i s  o f  t h e  n e t w o r k  d i d  n o t  c o n s i d e r  w h a t  
i s  c a l l e d  ’’r e s o u r c e  a l l o c a t i o n ” i n  w h i c h  n o t  o n l y  i s  t h e  
t i m e  n e e d e d  t o  c o m p l e t e  a. j o b  e x a m i n e d ,  b u t  a l s o  t h e  
n e c e s s a r y  r e s o u r c e s  s u c h  a s  m a n p o w e r ,  r a w  m a t e r i a l s  a n d  
m a c h i n e r y .  I t  i s  n o  g o o d  s a y i n g  a  t a s k  c a n  b e  c o m p l e t e d  
i n  s i x  w e e k s  i f  t h i s  r e q u i r e s  s i x  p e o p l e  a n d  t h e r e  i s  b u t  
o n e .  F o r  t h i s  r e a s o n  t h e  w o r k  w a s  n o t  c o m p l e t e d  t o
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u n d e r t a k i n g  a n  e x t e n s i v e  s e r i e s  o f  e x p e r i m e n t s  w o u l d  f i n d  
i t  o f  v a l u e .
C a s t i n g  t h e  s p e c i m e n s
U s i n g  a  w o o d e n  m o u l d  R e a d e r  h a d  f o u n d  i t  i m p o s s i b l e  
t o  l o a d  t h e  s p e c i m e n  s o  t h a t  t h e  s t r a i n s  o n  o p p o s i t e  f a c e s  
w e r e  e q u a l .  He a t t r i b u t e d  t h i s  i n  p a r t  t o  t h e  f a c t  t h a t  
t h e  e d g e s  o f  t h e  m o u l d  w e r e  n o t  t r u l y  f l a t  a n d  s q u a r e  t o  
t h e  p l a n e  o f  t h e  p a n e l .  T h e  u s e  o f  a  s t e e l  m o u l d  f o r  t h e
m a i n  t e s t s  w a s  c o n s i d e r e d  b u t  e v e n t u a l l y  h a d  t o  b e  a b a n d o n e d  
b e c a u s e  o f  c o s t .  F u r t h e r  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  
s h o w e d  t h a t  i t  w a s  o n l y  t h e  e d g e s  o f  t h e  s p e c i m e n s  w h i c h  
h a d  t o  b e  t r u e ?  i f  t h e  f a c e s  w e r e  s l i g h t l y  i r r e g u l a r  i t  
w o u l d  n o t  a f f e c t  t h e  s t r a i n s  s i g n i f i c a n t l y .  T h e  s i d e s  
o f  t h e  m o u l d  w e r e  t h e r e f o r e  m a d e  f r o m  s t e e l ,  b u t  t h e  b a s e  
w a s  a  s h e e t  o f  1 M b l o c k  b o a r d .
B e f o r e  u s e  a  3'9"  s q u a r e  w a s  d r a w n  i n  t h e  m i d d l e  o f  
t h e  b a s e  b o a r d  a n d  d i v i d e d  i n t o  1-g-u s q u a r e s  c o r r e s p o n d i n g  
t o  t h e  f i n i t e  e l e m e n t s  u s e d  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  s p e c i m e n s .  
H o l e s  w e r e  d r i l l e d  a t  t h e  p o i n t s  w h e r e  a  g a u g e  b o s s  w a s  t o  
b e  c a s t  i n ,  a n d  t h e  b o a r d  g i v e n  s e v e r a l  c o a t s  o f  p o l y u r e t h a n e  
v a r n i s h .  T h e  s t e e l  s i d e s  f o r  t h e  m o u l d  w e r e  f o r m e d  f r o m  
l e n g t h s  o f  b r i g h t  s t e e l  w i t h  a c r o s s  s e c t i o n  4 n b y  l-g-" 
a s  s h o w n  i n  f i g  3 2 .
schedule o However the exercise was of use and anyone
-  1 0 2  -
F i g  3 2  
S t e e l  m o u l d  s i d e s
-  1 0 3 -
L e n g t h s  o f  s l o t t e d  a n g l e  w e r e  b o l t e d  f l u s h  t o  t h e  
t o p  e d g e s  o f  t h e  o u t e r  f a c e s  o f  t h e  m o u ld *  T h e s e  w e r e  
u s e d  w i t h  o t h e r  p i e c e s  o f  s l o t t e d  a n g l e  t o  h o l d  t h e  
b o s s e s  f o r  t h e  t o p  f a c e  i n  p o s i t i o n  d u r i n g  c a s t i n g *  F oam  
p l a s t i c  d r a u g h t  e x c l u d e r  w a s  s t u c k  t o  t h e  m o u l d  b a s e  u n d e r  
t h e  i n n e r  e d g e  o f  t h e  s t e e l  s i d e s  t o  p r e v e n t  w e e d i n g  o f  t h e  
m o r t a r  f r o m  t h e  f r e s h l y  p l a c e d  c o n c r e t e #
T h e  c o n c r e t e  f o r  t h e  s p e c i m e n s  w a s  m a d e  f r o m  
o r d i n a r y  P o r t l a n d  C e m e n t  a n d  T h a m e s  V a l l e y  a g g r e g a t e  o f  
3 /* + n m a x im u m  s i z e #  F o r  t h e  f i r s t  s p e c i m e n  t h e  m i x  
p r o p o r t i o n s  w e r e  6*1 g 1 g 0*57  ( a g g r e g a t e ?  c e m e n t s  
w a t e r )  w h i c h  g a v e  a  c u b e  s t r e n g t h  o f  6800 l b / s q * i n *  a t  
t h e  t i m e  o f  t e s t *  T h i s  m i x  w a s  t o o  w e t ,  l e a d i n g  t o  
e x c e s s i v e  b l e e d i n g *  T h e  m i x  was c h a n g e d  f o r  t h e  o t h e r  
s p e c i m e n s  t o  k *6 s 1 § 0*^3 w h i c h  g a v e  a n  a v e r a g e
c u b e  s t r e n g t h  o f  8700  l b / s q  i n *  a t  t e s t *
I n  a d d i t i o n  t o  t h e  f o u r  *+n c u b e s ,  t h r e e  x  lf M x  1 6 ” 
p r i s m s  w e r e  m a d e  w i t h  e a c h  s p e c i m e n *  T h e s e  h a d  b o s s e s  
f o r  t h e  s t r a i n  t r a n s d u c e r s  c a s t  i n  a n d  w e r e  l a t e r  u s e d  
t o  d e t e r m i n e  Y o u n g ' s  M o d u l u s  f o r  t h e  c o n c r e t e *
I t  w a s  o r i g i n a l l y  p r o p o s e d  t o  c a s t  f o u r  s p e c i m e n s ,  
b u t  b e c a u s e  t h e  m i 7 f o r  t h e  f i r s t  w a s  n o t  s a t i s f a c t o r y  
a  f i f t h  w a s  m a d e *  D e t a i l s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  5  a n d  
f i g s  3 3  a n d  3 k  s h o w  t h e  p o s i t i o n s  o f  t h e  g a u g e s  a n d  
r  e  i n f  o r  c  e m e n t «
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G a u g e s  f o r  s p e c i m e n s  1 , 2  a n d  3
r
G a u g e s  f o r  s p e c i m e n s  4  a n d  5
F i g  3 2  
S p e c i m e n  g a u g i n g
R e i n f o r c e m e n t  s p e c i m e n  3
F i g  3 4  
R e i n f o r c i n g  s t e e l
-  107  -
W i t h  t h e  j a c k s  a l r e a d y  i n  p o s i t i o n  c l i p p e d  t o  t h e
f l a n g e s  o f  t h e  l o a d i n g  f r a m e ,  t h e  t e s t i n g  p r o c e d u r e
w a s  a s  f o l l o w s s -
1 .  T h e  s p e c i m e n  w a s  l i f t e d  i n t o  t h e  f r a m e  a n d  p l a c e d
o n  t h e  t w o  s t e e l  s u p p o r t  s l a b s .
2 .  T h e  s a f e t y  r a i l s  w e r e  b o l t e d  i n  p o s i t i o n .  T h e s e
p r e v e n t e d  t h e  s p e c i m e n  f a l l i n g  o u t  o f  t h e  f r a m e  
s i d e w a y s .
3 *  T h e  s u p p o r t  s l a b s  a n d  s p e c i m e n  w e r e  p o s i t i o n e d
a c c u r a t e l y  i n  t h e  f r a m e ,  a n d  t h e  s p e c i m e n  s e t  
v e r t i c a l l y  u s i n g  p l u m b  b o b s .
4 .  T h e  s t e e l  s l a b s ,  s l i d i n g  b e a r i n g s  a n d  l o a d  c e l l s
w e r e  p l a c e d  b e t w e e n  t h e  s p e c i m e n  a n d  j a c k s .
5® T h e  t h r e a d s  i n  t h e  b o s s e s  i n  t h e  s p e c i m e n  w e r e
c l e a n e d  a n d  o i l e d .
6 . T h e  t w o  s t a n d a r d  s t r a i n  t r a n s d u c e r s  w e r e  c a l i b r a t e d
b y  h a n d .
7® T h e  t r a n s d u c e r s  f o r  u s e  i n  t h e  t e s t  w e r e  s o l d e r e d
t o  t h e  d a t a  l o g g e r  t e r m i n a l s ,  a n d  t h e  d a t a  l o g g e r
s w i t c h e d  o n .
8 . T h e  t r a n s d u c e r  f i x i n g  b o l t s  w e r e  s c r e w e d  i n t o
t h e  b o s s e s .
9 .  T h e  t r a n s d u c e r s  w e r e  c a l i b r a t e d  i n  g r o u p s  o f  t e n
a n d  m o u n t e d  l o o s e l y  i n  p o s i t i o n  o n  t h e  s p e c i m e n .
1 0 .  T h e  f i x i n g  b o l t s  f o r  e a c h  t r a n s d u c e r  w e r e  a l i g n e d  
a n d  t h e  l o c k  n u t s  t i g h t e n e d *  T h e  p r e s t r e s s  i n  t h e  
t r a n s d u c e r  w a s  a d j u s t e d  u s i n g  t h e  6 BA a d j u s t i n g  
s c r e w s  a n d  t h e  l o c k  n u t s  t i g h t e n e d *
1 1 .  T h e  s t r a i n s  i n  t h e  t r a n s d u c e r s  c l o s e  t o  t h e  j a c k s  
w e r e  e x a m i n e d  u n d e r  a  s m a l l  l o a d ,  a n d  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  
t h e  t w o  f a c e s  c o r r e c t e d  a s  f a r  a s  p o s s i b l e  b y  i n s e r t i n g  
p i e c e s  o f  s h i m  s t e e l  u n d e r  t h e  s u p p o r t  b l o c k s  o r  
b e t w e e n  t h e  j a c k s  a n d  l o a d  c e l l s .
1 2 *  L o a d s  o f  a b o u t  2 0  t o n s  w e r e  a p p l i e d  a n d  r e l e a s e d  a
n u m b e r  o f  t i m e s  u n t i l  t h e  n o  l o a d  r e a d i n g  o f  t h e  
m a j o r i t y  o f  t h e  t r a n s d u c e r s  w a s  s u b s t a n t i a l l y  c o n s t a n t ,  
t h a t  i s  u n t i l  h y s t e r e s i s  w a s  n o  l o n g e r  e v i d e n t *
1 3 *  T h e  d a t a  l o g g e r  a m p l i f i e r  s e t t i n g s  w e r e  c h e c k e d
a n d  n o t e d  a n d  t h e  p o s i t i o n  o f  e a c h  g a u g e  n o t e d .
lb .  W i t h  n o  l o a d  a p p l i e d  t h e  r e a d i n g s  o f  t h e
t r a n s d u c e r s  a n d  l o a d  c e l l s  w e r e  r e c o r d e d  o n  p u n c h e d  
p a p e r  t a p e  b y  t h e  d a t a  l o g g e r *
1 5 *  V a r i o u s  c o m b i n a t i o n s  o f  v e r t i c a l  a n d  h o r i z o n t a l
l o a d s  w e r e  a p p l i e d  t o  t h e  s p e c i m e n  a n d  t h e  r e a d i n g s  
o f  t h e  t r a n s d u c e r s  a n d  l o a d  c e l l s  r e c o r d e d  o n  p a p e r  
t a p e *  T h e  l o a d  a t  w h i c h  c r a c k s  w e r e  f i r s t  o b s e r v e d  
w a s  n o t e d *
1 6 *  W h en  t h e  s p e c i m e n  f a i l e d  ( o r  w h e n  t h e  m a x im u m  l o a d
-  1,08 -
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p o s s i b l e  h a d  b e e n  a p p l i e d )  t h e  t r a n s d u c e r s  a n d  
f i x i n g s  w e r e  r e m o v e d  f r o m  t h e  s p e c i m e n  a n d  t h e  f r a m e  
p r e p a r e d  f o r  t h e  n e x t  t e s t .
1 7 .  T h e  c u b e s  m a d e  a t  t h e  s a m e  t i m e  a s  t h e  s p e c i m e n  
w e r e  t e s t e d  a n d  t h e  p r i s m s  w e r e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  
s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n s h i p  f o r  t h e  c o n c r e t e .
F i n i t e  E l e m e n t  A n a l y s i s
W hen  Y o u n g ' s  M o d u l u s  f o r  t h e  c o n c r e t e  o f  e a c h  
s p e c i m e n  h a d  b e e n  d e t e r m i n e d  t h e  f i n i t e ,  e l e m e n t  m o d e l  
w a s  s o l v e d  f o r  u n i t  l o a d s  a t  e a c h  j a c k  p o s i t i o n .  T h e
r e s u l t i n g  d i s p l a c e m e n t s  w e r e  w r i t t e n  o n  t o  a  m a g n e t i c  
t a p e  s o  t h a t  t h e y  c o u l d  b e  u s e d  f o r  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  
m e a s u r e d  v a l u e s  r e c o r d e d  b y  t h e  d a t a  l o g g e r .
A v a l u e  o f  1 / 6  w a s  u s e d  f o r  P o i s s o n ’ s  r a t i o  i n
t h e  c a l c u l a t i o n s .  T h i s  i s  c l o s e  t o  t h e  g e n e r a l l y
a c c e p t e d  v a l u e  o f  0*15  a n d  h a s  c e r t a i n  c o m p u t a t i o n a l
a d v a n t a g e s  c o m p a r e d  w i t h  0 * 1 5 ? i n  a s  m u c h  a s  t h e  c o e f f i c i e n t s  
o f  t h e  s t i f f n e s s  m a t r i x  a r e  s m a l l  i n t e g e r s .
R e s u l t s
W i t h  b e t w e e n  1 0 0  a n d  2 0 0  t r a n s d u c e r s  a n d  20 o r  
m o r e  l o a d  i n c r e m e n t s  f o r  e a c h  s p e c i m e n  t h e  q u a n t i t y  o f  
r e s u l t s  w a s  c o n s i d e r a b l e  a n d  a  c o m p u t e r  p r o g r a m  w a s  
w r i t t e n  t o  a n a l y s e  a n d  t a b u l a t e  t h e m .  T y p i c a l  r e s u l t s
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a r e  s h o w n  i n  f i g s  3 5 ?  3 6 ,  A p a r t  f r o m  o b s e r v i n g  t h a t  
t h e  c o n c r e t e  b e h a v e s  l i n e a r l y  u p  t o  t h e  o n s e t  o f  
c r a c k i n g ,  t h e r e  i s  l i t t l e  t h a t  c a n  b e  s a i d  a b o u t  t h e  
r e s u l t s  a s  t h e y  s t a n d ,
A t y p i c a l  s t r e s s / s t r a i n  c u r v e  f o r  a  c o n c r e t e  p r i s m  
i s  s h o w n  i n  f i g  3 7 ®
C o m p a r i s o n  w i t h  f i n i t e  e l e m e n t  m o d e l
T h e  s a m e  p r o g r a m  t h a t  t a b u l a t e d  t h e  m e a s u r e d  
s t r a i n s  a l s o  p r i n t e d  t h e  c o m p a r i s o n s  w i t h  t h e  c a l c u l a t e d  
s t r a i n s  f o r  e a c h  l o a d  i n c r e m e n t .
T h e s e  c o m p a r i s o n s  c a n  b e s t  b e  a p p r e c i a t e d  w h e n  
p r e s e n t e d  g r a p h i c a l l y  a s  i s  d o n e  i n  f i g s  3 8 ? 3 9 ? *+0 , ^ 1 . 
E a c h  p o i n t  o n  t h e  g r a p h s  r e l a t e s  a  p a r t i c u l a r  m e a s u r e d  
s t r a i n  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c a l c u l a t e d  v a l u e .  T h e  
d e g r e e  o f  s c a t t e r  i s  a  m e a s u r e  o f  t h e  c o r r e l a t i o n  
b e t w e e n  t h e  t w o .  I f  t h e  v a l u e  o f  Y o u n g ’ s  M o d u l u s  u s e d  
f o r  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m o d e l  i s  t h e  s a m e  a s  t h a t  f o r  t h e  
c o n c r e t e  s p e c i m e n  t h e n  t h e  s l o p e  o f  t h e  b e s t  s t r a i g h t  
l i n e  t h r o u g h  t h e  p o i n t s  o n  t h e  g r a p h  w i l l  b e  c l o s e  t o  V O ,  
A n y  d i f f e r e n c e  i n  t h e  v a l u e s  o f  Y o u n g ’ s  M o d u l u s  w i l l  
r e s u l t  i n  a  l i n e  o f  d i f f e r e n t  s l o p e  b u t  w i l l  n o t  o t h e r w i s e  
a f f e c t  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  r e s u l t s .  T h e  s l o p e s  o f  
t h e  b e s t  s t r a i g h t  l i n e  t h r o u g h  t h e  p o i n t s  w e r e  c a l c u l a t e d
i..;y w , — — .
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C o m p a r i s o n  b e t w e e n  m e a s u r e d  a n d  c a l c u l a t e d  s t r a i n s
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C o m p a r i s o n  b e t w e e n  m e a s u r e d  a n d  c a l c u l a t e d  
s t r a i n s  f o r  s p e c i m e n  3
1 ; •• ' , w; .KSfh TSS
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C o m p a r i s o n  between Treasured and c a l c u l a t e d  
s tr a in s  f o r  specim en 4
■ - ’t v * '# ■ ' 1 r ♦ -*»'■ w*--
-  117 -
3  I i  l&
C t ) L . C . u  L.ftr 6 i .
F i g  4 1
C o m p a r i s o n  b e t w e e n  m e a s u r e d  a n d  c a l c u l a t e d  
s t r a i n s  f o r  s p e c i m e n  5
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u s i n g  l e a s t  s q u a r e s  a n d  a r e  t a b u l a t e d  i n  T a b l e  6 , 
t o g e t h e r  w i t h  t h e  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t s  w h i c h  a r e  a  
m e a s u r e  o f  t h e  s c a t t e r  o f  t h e  r e s u l t s .  T h e  c o r r e l a t i o n  
c o e f f i c i e n t s  d i f f e r  l i t t l e  b e t w e e n  t h e  s p e c i m e n s  s o  t h a t ,  
s t a t i s t i c a l l y ,  t h e  r e s u l t s  f r o m  e a c h  t e s t  a r e  e q u a l l y  
g o o d .
Co n c l u s i o n s
T h e  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a n d  
t h e  c a l c u l a t e d  s t r a i n s  w a s  f a r  f r o m  p e r f e c t ,  b u t  s u c h  i s  
t h e  n a t u r e  o f  c o n c r e t e  t h a t  p e r f e c t i o n  i s  n o t  t o  b e  
e x p e c t e d .  T h e  e x p e r i m e n t a l  t e c h n i q u e s  u s e d  w e r e  t h e m ­
s e l v e s  n o t  f r e e  f r o m  i m p e r f e c t i o n s ,  t h o u g h  i t  i s  
d i f f i c u l t  t o  s e e  h o w  t h e y  c o u l d  b e  i m p r o v e d  s i g n i f i c a n t l y  
w i t h o u t  a d d i n g  s u b s t a n t i a l l y  t o  t h e  c o s t .
W i t h i n  t h e  l i m i t a t i o n s  o f  t h e  e x p e r i m e n t s  t h e  
a g r e e m e n t  b e t w e e n  m e a s u r e d  a n d  c a l c u l a t e d  s t r a i n s  i s  
s a t i s f a c t o r y .  T h u s  i t  w o u l d  a p p e a r  t h a t  f i n i t e  e l e m e n t s  
m a y  b e  u s e d  t o  m o d e l  c o n c r e t e  w a l l s .  T h e  r e s u l t s  f r o m  
s p e c i m e n s  3 a n d  59 w h i c h  c o n t a i n e d  r e i n f o r c i n g  s t e e l ,  
a r e  a s  g o o d  a s  t h o s e  f r o m  t h e  u n r e i n f o r c e d  s p e c i m e n s  s o  
t h a t  t h e  m e t h o d  o f  i n c o r p o r a t i n g  s t e e l  i n t o  t h e  f i n i t e  
e l e m e n t  m o d e l  a p p e a r s  t o  b e  s a t i s f a c t o r y .
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B e c a u s e  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m o d e l  w a s  n o t  d e s i g n e d  
t o  a l l o w  f o r  c r a c k s  i n  t h e  c o n c r e t e  i t  c o u l d  n o t  b e  u s e d  
t o  p r e d u c t  f a i l u r e  l o a d s ,  a n d  b e c a u s e  o f  t h e  l i m i t e d  n u m b e r  
o f  g a u g e s  w h i c h  c o u l d  b e  f i x e d  t o  t h e  s p e c i m e n s  t h e  
e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  c a n n o t  b e  u s e d  d i r e c t l y  t o  e x a m i n e  
s t r e s s  c o n c e n t r a t i o n s  o r  t h e  l i k e .  H o w e v e r  t h e  h i g h  
c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  e x p e r i m e n t a l  a n d  c o m p u t e d  r e s u l t s  
d o e s  m a k e  i t  p o s s i b l e  t o  u s e  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m o d e l  t o  
i n v e s t i g a t e  t h e  e l a s t i c  b e h a v i o u r  w i t h  c o n f i d e n c e .
F i g u r e s  4 2  t o  4 5  s h o w  t h e  i s o c h r o m a t i c s  f o r  t h e  
f i n i t e  e l e m e n t  m o d e l s  o f  s p e c i m e n s  1 , 3 ? 4  a n d  5  u n d e r  
i d e n t i c a l  l o a d s  o f  10,000  l b  a c t i n g  v e r t i c a l l y  a t  t h e  
u p p e r  l e f t  h a n d  c o r n e r  o f  t h e  p a n e l s .
C o m p a r i n g  f i g u r e s  4 2  a n d  4 3  t h e  s t e e l  c a n  b e  s e e n  
t o  r e d u c e  t h e  s t r e s s e s  t h r o u g h o u t  t h e  p a n e l  a s  m i g h t  b e  
e x p e c t e d .  W h a t  i s  n o t  q u i t e  a o  e x p e c t e d  i s  t h e  c o m p l i c a t e d  
s t r e s s  p a t t e r n  i n  s p e c i m e n  3 u n d e r  t h e  l o a d .  E x a m i n a t i o n  
o f  t h e  t a b u l a t e d  s t r e s s e s  s h o w s  t h e  c o n c r e t e  t o  b e  h i g h l y  
s t r e s s e d  i m m e d i a t e l y  u n d e r  t h e  l o a d  -  t h e  s t r e s s  f a l l i n g  
a w a y  a s  t h e  s t e e l  t a k e s  a n  i n c r e a s i n g  p r o p o r t i o n  o f  t h e  
l o a d .  A s i m i l a r  t h o u g h  l e s s  m a r k e d  p h e n o m e n o n  c a n  b e  
o b s e r v e d  i n  s p e c i m e n  1 ? h e r e ,  h o w e v e r ,  t h e  e f f e c t  i s  d u e  
t o  t h e  l a t e r a l  s p r e a d i n g  o f  t h e  l o a d  t h r o u g h  t h e  p a n e l .
O t h e r  s t r e s s  c o n c e n t r a t i o n s  a t  t h e  s u p p o r t s  a r e  
r e d u c e d  i n  p r o p o r t i o n  t o  t h e  m e a n  s t r e s s  i n  t h e  c o n c r e t e  
a s  i s  t o  b e  e x p e c t e d .  ( T h e  s t e e l  c a r r i e s  a p p r o x i m a t e l y
j 2 U
o n e  t h i r d  o f  t h e  t o t a l  l o a d ) *
T u r n i n g  t o  f i g s *  *++ a n d  *+5, w h i c h  s h o w  i s o c h r o m a t i c s  
f o r  t h e  t w o  s p e c i m e n s  w i t h  o p e n i n g s ,  t h e  e f f e c t  o f  t h e  
c o l u m n  s t e e l  ( w h i c h  a g a ^ in  c a r r i e s  a b o u t  o n e  t h i r d  o f  t h e  
t o t a l  l o a d )  i n  r e d u c i n g  t h e  s t r e s s e s  o v e r  t h e  w h o l e  
s p e c i m e n  c a n  b e  s e e n *  M o r e  r e m a r k a b l e  i s  t h e  f a c t  t h a t  
t h e  b a r s  p l a c e d  r o u n d  t h e  o p e n i n g  t o  r e d u c e  t h e  s t r e s s e s  
a t  t h e  c o r n e r s  h a v e  h a d  v e r y  l i t t l e  e f f e c t *
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I s o c h r o m a t i c s  f o r  s p e c i m e n  1 w i t h  v e r t i c a l  l o a d  a t  
t o p  l e f t  c o r n e r
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Fig 4
I s o c h r o m a t i c s  f o r  s p e c i m e n  3  w i t h ,  v e r t i c a l  l o a d  a t
t o p  l e f t  c o r o n e r
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I s o c h r o m a t i c s  f o r  s p e c i m e n  4  w i t h  v e r t i c a l  l o a d  
a t  t o p  l e f t  c o r n e r
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I s o c h r o m a t i c s  f o r  s p e c i m e n  5  w i t h  v e r t i c a l  l o a d  
a t  t o p  l e f t  c o r n e r
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CONCLUSIONS
T h i s  i n v e s t i g a t i o n  h a s ,  l i k e  G a u l ,  b e e n  d i v i d e d  
i n t o  t h r e e  p a r t s .  T h e  f i r s t  c o n s i d e r e d  v a r i o u s  t y p e s  
o f  f i n i t e  e l e m e n t  a n d  e x a m i n e d  t h e i r  r e l a t i v e  
e f f i c i e n c y  a n d  r e l i a b i l i t y  a t  r e p r e s e n t i n g  a  p l a n e  s t r e s s  
p r o b l e m .  T h e  s e c o n d  p a r t  e x a m i n e d  t e c h n i q u e s  f o r  s o l v i n g  
t h e  l a r g e  s y s t e m s  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  w h i c h  a r i s e  w h e n  
u s i n g  f i n i t e  e l e m e n t s ,  w i t h  p a r t i c u l a r  r e f e r e n c e  t o  t h e  
p r o b l e m s  o f  u s i n g  a  s m a l l  c o m p u t e r .  F i n a l l y ,  f o r  t h e  
t h i r d  p a r t ,  e x p e r i m e n t s  o n  c o n c r e t e  w a l l  p a n e l s  w e r e  
c o n d u c t e d  t o  e s t a b l i s h  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  
m o d e l  a n d  t h e  m e t h o d  o f  r e p r e s e n t i n g  t h e  r e i n f o r c i n g  s t e e l .  
T h e  t h r e e  f i n i t e  e l e m e n t s  e x a m i n e d  w e r e  t h e  l a t t i c e  
a n a l o g y  o f  M c H e n r y  & H r e n n i k o f f , t h e  f i n i t e  e l e m e n t  
d e s c r i b e d  b y  T u r n e r  e t  a l  f o r  w h i c h  a  v a r i e t y  o f  s t r e s s  
p a t t e r n s  a r e  u s e d  i n  d e r i v i n g  i t s  s t i f f n e s s  m a t r i x ,  a n d  
f i n a l l y  a n  e l e m e n t  d e r i v e d  u s i n g  d i s p l a c e m e n t  p a t t e r n s  
i n  i t s  d e r i v a t i o n  d e s c r i b e d  b y  C l o u g h  a n d  o t h e r s .
D e s p i t e  t h e  v e r y  d i f f e r e n t  m e t h o d s  o f  d e r i v a t i o n ,  t h e  
d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  e l e m e n t s  w e r e  n o t  g r e a t .
H o w e v e r ,  t h e  e l e m e n t  d e r i v e d  u s i n g  d i s p l a c e m e n t  p a t t e r n s
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w a s  g e n e r a l l y  s l i g h t l y  b e t t e r  t h a n  t h e  o t h e r  t w o .  S i n c e  
w i t h  t h e  d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t  t h e r e  i s  n o  l o s s  o f  
c o m p a t i b i l i t y  b e t w e e n  t h e  e l e m e n t s  w h e n  t h e y  a r e  a s s e m b l e d  
t o  m o d e l  a  s h e a r  w a l l ,  t h e  d i s p l a c e m e n t s  a r e  e v e r y w h e r e  
s i n g l e  v a l u e d ,  a n d  c o n s e q u e n t l y  t h e  u s e  o f  t h i s  e l e m e n t  
c a n  b e  c o n s i d e r e d  t o  b e  a n  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  w e l l  k n o w n  
R a y l e i g h - R i t z  p r o c e s s .  T h e  t r i a l  d i s p l a c e m e n t  f u n c t i o n s  
u s e d  i n  t h i s  p r o c e s s  a r e  d e f i n e d  i m p l i c i t l y  i n  t e r m s  o f  
t h e  d i s p l a c e m e n t s  o f  t h e  n o d e s  o f  t h e  f i n i t e  e l e m e n t s .
T h u s  t h e  u s e  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t  c a n  b e  
g u a r a n t e e d  t o  p r o v i d e  a  s o l u t i o n  w h i c h  w i l l  c o n v e r g e  t o  
t h e  c o r r e c t  s o l u t i o n  a s  t h e  p r o b l e m  i s  s u b - d i v i d e d  i n t o  
s m a l l e r  e l e m e n t s .  I t  w a s  t h e r e f o r e  d e c i d e d  t o  u s e  t h e  
d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t  f o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h e  w o r k *
T h e  u s e  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  e l e m e n t  h a s  f u r t h e r  
a d v a n t a g e s  w h e n  i t  i s  d e s i r e d  t o  i n c o r p o r a t e  r e i n f o r c i n g  
s t e e l  i n  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m o d e l .  T h e  e f f e c t  o f  a  
s t e e l  b a r  o n  t h e  s t i f f n e s s  o f  a d j a c e n t  n o d e s  c a n  e a s i l y  
b e  d e t e r m i n e d  u s i n g  t h e  p r i n c i p l e  o f  v i r t u a l  w o r k ,  
w h e t h e r  o r  n o t  t h e  b a r  p a s s e s  t h r o u g h  t h e  n o d e s .  T h i s  
c a n n o t  b e  d o n e  w h e n  u s i n g  t h e  s t r e s s  e l e m e n t  s i n c e  t h e r e  
i s  a  l o s s  o f  c o m p a t i b i l i t y  b e t w e e n  a d j a c e n t  e l e m e n t s  s o  
t h a t  t h e  d i s p l a c e m e n t s  a r e  n o t  e v e r y w h e r e  s i n g l e  v a l u e d .
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e q u a t i o n s  o n  a  s m a l l  c o m p u t e r  w a s  c o n s i d e r a b l e  s i n c e
n e i t h e r  o f  t h e  c o m p u t e r s  w h i c h  w e r e  a v a i l a b l e  h a d  a  l a r g e
b a c k i n g  s t o r e ,  w h i c h  i s  n e c e s s a r y  i f  u s i n g  d i r e c t  m a t r i x
m e t h o d s *  A t t e n t i o n  w a s  d i r e c t e d ,  t h e r e f o r e ,  t o
i t e r a t i v e  m e t h o d s .  P r o v i d i n g  t h e  e q u a t i o n s  t h e m s e l v e s
c a n  b e  s t o r e d  i n  a  c o m p a c t  f o r m  t h e  o n l y  a d d i t i o n a l
s t o r a g e  r e q u i r e d  i n  t h e  c o m p u t e r  i s  f o r  t h e  v e c t o r  o f
u n k n o w n s .  B y  u s i n g  e l e m e n t s  o f  a l l  t h e  s a m e  s i z e  t h e
n u m b e r  o f  d i s t i n c t  e q u a t i o n s  i s  s m a l l  s o  t h a t  t h e y  c a n  b e
b u i l t  i n t o  t h e  p r o g r a m .  I n  t h i s  w a y  i t  w a s  p o s s i b l e  t o
t a c k l e  t h e  s o l u t i o n  o f  s y s t e m s  o f  u p  t o  2000 u n k n o w n s  o n
a  c o m p u t e r  w i t h  a  t o t a l  s t o r e  o f  7000  w o r d s  o r  n u m b e r s .
T h e  o b j e c t i o n  t o  i t e r a t i v e  m e t h o d s  i s  t h a t  t h e y
o f t e n  t a k e  a  l o t  o f  c o m p u t e r  t i m e .  A s  t h e  n u m b e r  o f
e q u a t i o n s  i n c r e a s e s ,  n o t  o n l y  d o e s  i t  t a k e  l o n g e r  t o
p e r f o r m  o n e  i t e r a t i o n ,  b u t  t h e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s
n e e d e d  t o  o b t a i n  a  g i v e n  a c c u r a c y  i n c r e a s e s  r a p i d l y  a n d
s o  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  i n v e s t i g a t e  t e c h n i q u e s  f o r
a c c e l e r a t i n g  t h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  b a s i c  G a u s s - S e i d e l
m e t h o d .  T h e  f i r s t  a p p r o a c h  t h a t  w a s  t r i e d  w a s  t o  u s e  
o
A i t k e n ’ s c f  e x t r a p o l a t i o n .  A f t e r  a  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  
t h e  u n k n o w n s  a p p r o a c h  t h e i r  u l t i m a t e  v a l u e  a s y m p t o t i c a l l y
The difficulty of solving large systems of
-  128  -
a n d  s o  i t  i s  p o s s i b l e  t o  e x t r a p o l a t e  t o  g i v e  a n  e s t i m a t e  
o f  t h e  f i n a l  v a l u e *  * T h i s  w a s  o n l y  m o d e r a t e l y  
s u c c e s s f u l ;  i t  h e l p e d  t o  g e t  t h e  d i s p l a c e m e n t s  c l o s e  t o  
t h e i r  f i n a l  v a l u e ,  b u t  w a s  o f  l i t t l e  u s e  i n  t h e  f i n a l  
s t a g e s .
T h e  n e x t  t e c h n i q u e  t o  b e  e x a m i n e d  w a s  s y s t e m a t i c  
o v e r - r e l a x a t i o n  ( S O R ) . I n  t h i s  m e t h o d  e a c h  p o i n t  i s  
m o v e d  b e y o n d  i t s  e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n  a t  e a c h  i t e r a t i o n  
b y  a n  a m o u n t  d e t e r m i n e d  b y  t h e  o v e r - r e l a x a t i o n  f a c t o r ,  co , 
T h e  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  f o r  a n y  p r o b l e m  i s  c r i t i c a l l y  
d e p e n d e n t  o n  oo a n d  m u c h  e f f o r t  h a s  b e e n  e x p e n d e d  i n  
d e v i s i n g  t e c h n i q u e s  f o r  a d j u s t i n g  i t  d u r i n g  i t e r a t i o n .
A n  e m p i r i c a l  t e c h n i q u e  s u g g e s t e d  b y  L e h m a n n  w a s  u s e d  
a n d  w i t h  s l i g h t  m o d i f i c a t i o n  t h i s  w o r k e d  s a t i s f a c t o r i l y .
T h e  g r e a t e s t  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  w a s  o b t a i n e d  w h e n  
t h e  p r o g r a m  w a s  m o d i f i e d  t o  u s e  b l o c k  SOR s o  a s  t o  g i v e  
t h e  e q u a t i o n s  Y o u n g ’ s  ’ P r o p e r t y  A * .  T h i s  d o u b l e d  t h e  
r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  c o m p a r e d  w i t h  p o i n t  SO R , T h e  
c o m p u t e r  p r o g r a m  w a s  w r i t t e n  i n  A l g o l  a n d  w a s ,  t h e r e f o r e ,  
r e l a t i v e l y  i n e f f i c i e n t .  I f ,  h o w e v e r ,  t h e  s m a l l  p a r t  
w h i c h  d o e s  t h e  a c t u a l  i t e r a t i o n  w a s  r e w r i t t e n  i n  m a c h i n e  
c o d e  a  v e r y  s u b s t a n t i a l  s a v i n g  i n  c o m p u t e r  t i m e  w o u l d  
r e s u l t  s o  t h a t  t h e  p r o g r a m  w o u l d  b e  c o m m e r c i a l l y  v i a b l e .
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To e x a m i n e  t h e  f i d e l i t y  o f  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  
m o d e l  f o u r  c o n c r e t e  p a n e l s  3 ! 9 n s q u a r e  a n d  4 n t h i c k  w e r e  
t e s t e d .  T h e  s t r a i n s  w e r e  m e a s u r e d  a t  a  l a r g e  n u m b e r  o f  
p o i n t s  u s i n g  a  s p e c i a l l y  d e v e l o p e d  t r a n s d u c e r  m a d e  f r o m  
P e r s p e x  a n d  r e c o r d e d  t o g e t h e r  w i t h  t h e  l o a d s  b y  a  d a t a  
l o g g e r .  S u b s e q u e n t  r e d u c t i o n  o f  t h e  r e s u l t s  a n d  
c o m p a r i s o n s  w i t h  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  a n a l y s e s  w e r e  p e r f o r m e d  
b y  t h e  c o m p u t e r .
C o n c r e t e  i s  a  n o t o r i o u s l y  d i f f i c u l t  m a t e r i a l  t o  
u s e  f o r  m o d e l  t e s t s  b e c a u s e  o f  i t s  i n h e r e n t  v a r i a b i l i t y .  
W i t h i n  t h e  l i m i t a t i o n s  o f  t h e  m a t e r i a l ,  h o w e v e r ,  t h e  
r e s u l t s  o f  t h e  t e s t s  s h o w e d  s a t i s f a c t o r y  a g r e e m e n t  w i t h  
t h e  f i n i t e  e l e m e n t  a n a l y s e s .  T h e  r e s u l t s  f r o m  p a n e l s  
w i t h  o p e n i n g s  o r  r e i n f o r c i n g  s t e e l  w e r e  a s  g o o d  a s  f r o m  
t h e  p l a i n  p a n e l ,  s o  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  u s e  a. f i n i t e  
e l e m e n t  m o d e l  o f  a  s h e a r  w a l l  w i t h  c o n f i d e n c e ,  p r o v i d i n g  
t h a t  r e a s o n a b l y  s m a l l  e l e m e n t s  a r e  u s e d .  R e i n f o r c i n g  
s t e e l  c o n s i d e r a b l y  m o d i f i e s  t h e  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  a n d  
i t  i s  t h e r e f o r e  e s s e n t i a l  t o  i n c l u d e  i t  i n  t h e  f i n i t e  
e l e m e n t  m o d e l  i f  a  g o o d  a s s e s s m e n t  o f  t h e  s t r e s s  f i e l d  i s  
r e q u i r e d .
I t  i s  d i f f i c u l t  t o  d r a w  g e n e r a l  c o n c l u s i o n s  a s  t o  
t h e  i n f l u e n c e  o f  s t e e l  o n  t h e  s t r e s s  c o n c e n t r a t i o n s ,  
s i n c e  t h e  p r e c i s e  e f f e c t  w i l l  v a r y  f r o m  c a s e  t o  c a s e .
H o w e v e r ,  s t e e l  w h i c h  i s  p o s i t i o n e d  s o  a s  t o  t r a n s m i t  
t h e  p r i n c i p a l -  l o a d s  d i r e c t l y  t o  t h e  s u p p o r t s  w i l l  r e d u c e  
t h e  s t r e s s e s  t h r o u g h o u t  t h e  c o n c r e t e ,  i n c l u d i n g  o f  c o u r s e  
t h o s e  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s t r e s s  c o n c e n t r a t i o n s .
R e d u c i n g  t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  s t r e s s  c o n c e n t r a t i o n s  
d i r e c t l y  i s  n o t  s o  s t r a i g h t f o r w a r d  a n d  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  
c o n s i d e r  e a c h  c a s e  o n  i t s  m e r i t s ,  a n d  i n v e s t i g a t e  d i f f e r e n t  
a r r a n g e m e n t s  o f  s t e e l *  T h e  u s e  o f  f i n i t e  e l e m e n t s  
( i n c l u d i n g  t h e  e f f e c t s  o f  s t e e l  b a r s  w h e r e  a p p r o p r i a t e )  
p r o v i d e s  a  c o n v e n i e n t  m e t h o d  o f  d o i n g  t h i s .
T h e  p r e s e n c e  o f  s t e e l  b a r s  i n  a  c o n c r e t e  p a n e l  
w i l l  s i g n i f i c a n t l y  a l t e r  t h e  s t r e s s e s  t h r o u g h o u t  a n d  m a y  
e v e n  p r o d u c e  u n f o r e s e e n  a d v e r s e  e f f e c t s .  N o  m a t h e m a t i c a l  
m o d e l  w h i c h  t a k e s  n o  a c c o u n t  o f  r e i n f o r c i n g  s t e e l  c a n  b e  
e x p e c t e d  t o  p r o d u c e  a  r e a l i s t i c  a s s e s s m e n t  o f  t h e  s t r e s s e s  
i n  s h e a r  w a l l s .
T h e  c o n c r e t e  s p e c i m e n s  w h i c h  w e r e  t e s t e d  w e r e  
i n t e n d e d  t o  v a l i d a t e  t h e  u s e  o f  f i n i t e  e l e m e n t s  t o  m o d e l  
c o n c r e t e  r a t h e r  t h a n  t o  p r o v i d e  a n y  r e s u l t s  o f  i m m e d i a t e  
a p p l i c a t i o n .  T o  t h i s  e n d  t h e y  a n d  t h e i r  l o a d s  w e r e  m a d e  
a s  s i m p l e  a s  p o s s i b l e ,  w h i l e  s t i l l  r e t a i n i n g  s o m e  r e s e m b l e n c e  
t o  a  s h e a r  w a l l .  S i m p l e  a s  t h e  m o d e l s  w e r e ,  a  c o m p l i c a t e d  
s t r e s s  p a t t e r n  r e s u l t e d ,  t h u s  m a k i n g  v a l i d a t i o n  d i f f i c u l t .
T h e  u s e  o f  a  l a r g e  n u m b e r  o f  s t r a i n  t r a n s d u c e r s  o n  
t h e  c o n c r e t e  m o d e l s ,  a  d a t a  l o g g e r  t o  r e c o r d  t h e  r e a d i n g s  
a n d  a  c o m p u t e r  t o  a n a l y s e  t h e  r e s u l t s  w a s  s u c c e s s f u l ,  a n d
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e n a b l e d  s t a t i s t i c a l  s i g n i f i c a n c e  t e s t s  t o  b e  a p p l i e d  t o  
t h e  r e s u l t i n g  v o l u m e  o f  r e a d i n g s .  S i n c e  c o n c r e t e  i s  
o n l y  h o m o g e n e o u s  i n  a  s t a t i s t i c a l  s e n s e ,  t h i s  i s  t h e  
r i g h t  w a y  t o  t a c k l e  t e s t s  o n  c o n c r e t e .
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DATA LQGGING r„ SY STEM
T h e w a y  i n  w h i c h  t h e  v a r i o u s  u n i t s  a r e  i n t e r ­
c o n n e c t e d  a n d  t h e  f l o w  o f  s i g n a l s  b e t w e e n  t h e m ,  c a n  
b e s t  b e  u n d e r s t o o d  b y  r e f e r r i n g  t o  t h e  b l o c k  d i a g r a m  
o f  t h e  s y s t e m  s h o w n  i n  f i g  4 6  w h i l s t  r e a d i n g  t h e  
f o l l o w i n g  n o t e s .
T h e  s y s t e m  i s  h o u s e d  i n  o n e  m a i n  c a b i n e t  w h i c h  
c o n t a i n s  a l l  t h e  c o n t r o l  a n d  a m p l i f y i n g  u n i t s ,  a n d  t h r e e  
s a t e l l i t e  c a b i n e t s ,  t o  w h i c h  t h e  s t r a i n  g a u g e s  a r e  
c o n n e c t e d .  T h e  s a t e l l i t e s  a r e  j o i n e d  t o  t h e  m a i n  c a b i n e t  
b y  m u l t i c o r e  c a b l e s .
G r o u p s  o f  f o u r  s t r a i n  g a u g e s  a r e  c o n n e c t e d  i n  t h e  
c o n v e n t i o n a l  W h e a t s o n e  b r i d g e  a r r a n g e m e n t  a n d  t h e  f o u r  
c o n n e c t i o n s  m a d e  t o  a  g r o u p  o f  f o u r  s o l d e r  t e r m i n a l s  i n  
t h e  s a t e l l i t e .  Two o f  t h e  t e r m i n a l s  a r e  w i r e d  t o  t h e  
p o w e r  s u p p l y  u n i t  h o u s e d  i n  t h e  b a s e  o f  t h e  s a t e l l i t e  
c a b i n e t .  T h e  o t h e r  t w o ,  w h i c h  c a r r y  t h e  s i g n a l ,  a r e  
c o n n e c t e d  t o  o n e  s i d e  o f  a  t w o - p o l e  r e e d  r e l a y .  T h e  
o t h e r  s i d e  o f  t h e  r e l a y  i s  c o n n e c t e d  t o  t h e  m a i n  c a b i n e t  
b y  t h e  m u l t i c o r e  c a b l e .
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I n  t h e  m a i n  c a b i n e t  t h e  s i g n a l  f r o m  t h e  s t r a i n  
g a u g e s  p a s s e s  t h r o u g h  two a m p l i f i e r s ;  t h e  d a t a  a m p l i f i e r ,  
a n d  t h e  s c a l e  a n d  o f f s e t  u n i t *  T h e  d a t a  a m p l i f i e r  h a s  
g a i n s  o f  1 0 , 3 0 , 1 0 0 , 300  a n d  1000 s e l e c t e d  b y  a  r o t a r y  
s w i t c h ;  t h e  u s u a l  s e t t i n g  b e i n g  1 0 0 .  T h e  g a i n  o f  t h e  
s c a l e  a n d  o f f s e t  u n i t  i s  c o n t i n u o u s l y  v a r i a b l e  o v e r  a  
r a n g e  o f  16 s 1 •
T h e  s i g n a l  i s  n e x t  d i g i t i z e d  i n  t h e  a n a l o g u e - t o ~  
d i g i t a l  c o n v e r t e r  (A D C ) ,  T h i s  h a s  a  r a n g e  o f  ±  9 9 9 9 *
T h e  f o u r  d i g i t  a n d  s i g n  o u t p u t  s i g n a l  i s  p r e s e n t e d  t o  t h e  
v i s u a l  d i s p l a y  u n i t ,  t h e  p u n c h  d r i v e  u n i t ,  a n d  t h e  s t r i p  
p r i n t e r .  T h e  v i s u a l  d i s p l a y  a l w a y s  s h o w s  t h e  l a s t  s i g n a l  
t h a t  w a s  d i g i t i z e d ,  b u t  t h e  s i g n a l  i s  o n l y  p u n c h e d  o r  
p r i n t e d  i f  t h e  a p p r o p r i a t e  u n i t  i s  s w i t c h e d  o n .
I n  t h e  s a t e l l i t e  c a b i n e t s  t h e  t e r m i n a l s  f o r  t h e  
s t r a i n  g a u g e  c o n n e c t i o n s  a r e  g r o u p e d  i n  s e t s  o f  f i v e  o n  a  
p r i n t e d  c i r c u i t  b o a r d .  T e n  b o a r d s  f i l l  a  r a c k  a n d  e a c h  
c a b i n e t  h o l d s  t h r e e  r a c k s  s o  t h a t  i n  a l l  150  s e t s  o f  f o u r  
s t r a i n  g a u g e s  m a y  b e  c o n n e c t e d  t o  e a c h  s a t e l l i t e .  Up t o  
f o u r  s a t e l l i t e s  m a y  b e  c o n n e c t e d  a t  a n y  o n e  t i m e  t o  t h e  
m a i n  c a b i n e t .  W h i c h  s e t  o f  s t r a i n  g a u g e s  i s  c o n n e c t e d  
t o  t h e  d a t a  a m p l i f i e r  d e p e n d s  o n  w h i c h  r e e d  r e l a y  i s  
e n e r g i z e d  a n d  t h i s  i s  c o n t r o l l e d  b y  t h e  s c a n n e r  u n i t  i n  
t h e  m a i n  c a b i n e t .
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T h e  c o n t r o l  c i r c u i t s  h a v e  t w o  b a s i c  f u n c t i o n s  t o  
p e r f o r m .  F i r s t l y  t h e y  m u s t  s e l e c t  w h i c h  s t r a i n  g a u g e  
c h a n n e l  i s  c o n n e c t e d  t o  t h e  d a t a  a m p l i f i e r  f o r  u l t i m a t e  
d i g i t i z i n g ,  a n d  s e c o n d l y  t h e y  m u s t  c o n t r o l  t h e  w a y  i n  
w h i c h  t h e  s e l e c t e d  c h a n n e l  i s  s a m p l e d .  T h e  c o n t r o l  u n i t s  
a r e  t h e  s c a n n e r  d r i v e  u n i t  a n d  d i g i t a l  c l o c k .
S w i t c h e s  o n  t h e  s c a n n e r  u n i t  c o n t r o l  t h e  m o d e  o f  
o p e r a t i o n  ( s a m p l i n g  a  s i n g l e  c h a n n e l  o r  g r o u p  o f  c h a n n e l s ?  
s a m p l i n g  o n c e  o n l y  o r  r e p e t i t i v e l y ) 5 t h e  r a t e  o f  s a m p l i n g  
(10  c h a n n e l s  p e r  s e c o n d  d o w n  t o  1 c h a n n e l  e v e r y  2 s e c o n d s ) ?  
a n d  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  l i m i t s  o f  t h e  c h a n n e l s  t o  b e  
s a m p l e d .  I n  a d d i t i o n  t h e r e  a r e  t h r e e  p u s h  b u t t o n  s w i t c h e s ?
" R e s e t  t o  l o w e r  l i m i t "  s e t s  t h e  c h a n n e l  t o  b e  s a m p l e d  t o  t h e  
v a l u e  s e t  o n  t h e  l o w e r  l i m i t  s w i t c h e s ?  " A d v a n c e "  c a u s e s  
t h e  c h a n n e l  n u m b e r  t o  b e  i n c r e a s e d  b y  o n e ?  a n d  " S a m p l e "  
i n i t i a t e s  s a m p l i n g  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  s e t t i n g  o f  t h e  
M od e s w i t c h .  T h e s e  l a s t  t w o  o p e r a t i o n s  c o u l d  a l s o  b e  
p e r f o r m e d  r e m o t e l y  b y  s w i t c h e s  c o n n e c t e d  b y  c a b l e  t o  t h e  
d a t a  l o g g e r  -  a  f a c i l i t y  w h i c h  g r e a t l y  a s s i s t e d  s e t t i n g  
u p  a n d  c a l i b r a t i o n  o f  t h e  s t r a i n  t r a n s d u c e r s .  W h i c h e v e r  
c h a n n e l  w a s  s e l e c t e d  f o r  s a m p l i n g  w a s  d i s p l a y e d  a n d / o r  
p r i n t e d  a n d  p u n c h e d  f o r  e a c h  r e a d i n g  r e c o r d e d .
The control circuits
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T h e d i g i t a l  c l o c k  d i s p l a y e d  t h e  d a t e  a n d  t i m e  i n  
d a y s ,  h o u r s ,  a n d  m i n u t e s  a n d  c o u l d  a l s o  b e  u s e d  t o  i n i t i a t e  
a  s c a n  a t  i n t e r v a l s ,  p r e s e t  b y  s w i t c h e s .  T h u s  t h e  l o g g e r  
c o u l d  b e  l e f t  u n a t t e n d e d  a t  n i g h t  t o  r e c o r d  r e a d i n g s  a t  s a y  
h o u r l y  i n t e r v a l s .  T h e  s h o r t e s t  t i m e  t h a t  c o u l d  b e  s e t  
b e t w e e n  s c a n s  w a s  1 m i n u t e ,  t h e  l o n g e s t  1 0  d a y s .  T h e  
d a t e  a n d  t i m e  c o u l d  a l s o  b e  d i s p l a y e d  a n d / o r  p u n c h e d  a n d  
p r i n t e d  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  e a c h  s c a n .
H a l f  b r i d g e  w o r k i n g
T h e  n o r m a l  a r r a n g e m e n t  f o r  t h e  s t r a i n  g a u g e s  w a s  
t h e  f u l l  b r i d g e  o f  f o u r  c o n n e c t e d  t o  e a c h  c h a n n e l .
H o w e v e r ,  i t  w a s  a l s o  p o s s i b l e  t o  u s e  a  co m m o n  •§■ b r i d g e  
b u i l t  i n  t h e  s a t e l l i t e s  s o  t h a t  o n l y  t w o  g a u g e s  w e r e  
n e e d e d  f o r  e a c h  c h a n n e l .  H a l f  b r i d g e  w o r k i n g  w a s  u s e d  
f o r  a l l  t h e  s t r a i n  t r a n s d u c e r s  a s  a n  e c o n o m y  m e a s u r e .
I n  c o n v e n t i o n a l  s t r a i n  g a u g e  b r i d g e s  a n y  i n i t i a l  
d i f f e r e n c e s  i n  t h e  r e s i s t a n c e  o f  t h e  s t r a i n  g a u g e s  a r e  
b a l a n c e d  b y  u s i n g  a  v a r i a b l e  a p e x  r e s i s t o r .  I n  t h i s  w a y  
t h e  " n o  l o a d ” r e a d i n g  c a n  b e  s e t  t o  z e r o .  S i n c e  h o w e v e r  
i t  w a s  i n t e n d e d  t h a t  t h e  r e a d i n g s  w o u l d  b e  r e d u c e d  b y  t h e  
c o m p u t e r  t h e r e  w a s  n o  n e e d  t o  h a v e  a n  i n i t i a l  r e a d i n g  o f
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z e r o ,  a n d  t h e  a p e x  r e s i s t o r s  w e r e  d i s p e n s e d  w i t h  a t  a  
c o n s i d e r a b l e  s a v i n g  i n  c o s t .  A r e s i s t o r  c o u l d  b e  a d d e d  
i n  p a r a l l e l  w i t h  o n e  o f  t h e  s t r a i n  g a u g e s  t o  r e d u c e  a n y  
g r o s s  i m b a l a n c e  i n  t h e  s t r a i n  g a u g e s  t o  m a n a g e a b l e  
p r o p o r t i o n s o
S t r a i n  g a u g e  e n e r g i z i n g  s u p p l i e s
I n  t h e  b a s e  o f  e a c h  s a t e l l i t e  c a b i n e t  t h e r e  w e r e  
t h r e e  D . C .  p o w e r  u n i t s ,  o n e  f o r  e a c h  r a c k  o f  5 0  c h a n n e l s .  
T h e  o u t p u t  c o u l d  b e  s e t  t o  2 ,  5  o r  1 0  v o l t s  b y  m e a n s  o f  a  
s w i t c h .  T h e  u n i t s  h a d  a  m a x im u m  o u t p u t  o f  1 5  a m p e r e s  
e a c h  a n d  w e r e  p r o t e c t e d  a g a i n s t  o v e r l o a d  b y  a n  e l e c t r o n i c  
c u t o u t .
P o  t e n  t i a  1  d i v i d e r s .
T h e  o u t p u t  f r o m  t h e  e n e r g i z i n g  s u p p l i e s  w a s  
s t a b i l i z e d  a g a i n s t  v a r i a t i o n s  i n  m a i n s  v o l t a g e  a n d  l o a d ,  
b u t  t h e  s e t t i n g s  o f  2 , 5 a n d  10 v o l t s  w e r e  n o m i n a l  o n l y  
a n d  v a r i e d  s l i g h t l y  f r o m  u n i t  t o  u n i t .  I t  w a s  a l s o  e a s y  
t o  a l t e r  i n a d v e r t e n t l y  t h e  s e t t i n g  o f  t h e  s c a l e  a n d  o f f s e t  
a m p l i f i e r  i n  t h e  m a i n  c a b i n e t ,  a n d  c o n s e q u e n t l y  i t  w a s  
f e l t  n e c e s s a r y  t o  h a v e  s o m e  m e a n s  o f  c h e c k i n g  o n  b o t h  
t h e  v o l t a g e  a p p l i e d  t o  t h e  g a u g e s  a n d  t h e  s e n s i t i v i t y  
o f  t h e  a m p l i f i e r s .  O b v i o u s l y  t h e  a b s o l u t e  s e n s i t i v i t y
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a n d  v o l t a g e  s e t t i n g s  a r e  n o t  i m p o r t a n t ?  w h a t  i s  n e e d e d  
i s  t h e  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  t w o .  A p o t e n t i a l  d i v i d e r  w a s  
d e s i g n e d  u s i n g  p r e c i s i o n  r e s i s t o r s  w h i c h  w o u l d  p r e s e n t  
1 /1 0 0 0  o f  t h e  e n e r g i z i n g  v o l t a g e  t o  o n e  o f  t h e  s t r a i n  
g a u g e  c h a n n e l s  s o  t h a t  i t  w o u l d  b e  r e c o r d e d  a t  t h e  s a m e  
t i m e  a.s t h e  s t r a i n s  a n d  l o a d s .  A s e p a r a t e  d i v i d e r  w a s  
b u i l t  f o r  e a c h  r a c k  i n  e a c h  s a t e l l i t e .
F i g  ft7  
W e s t l a n d  d a t a  l o g g e r
F i g  4 8  
D a t a  l o g g e r  c o n t r o l s
W 1 kO **
A PPE N D IX  B 
S T R A IN  TRANSDUCER CALIB R A T IO N
T h e  r e q u i r e m e n t  w a s  t o  d e v i s e  a n  a p p a r a t u s  w h i c h  
w o u l d  a u t o m a t i c a l l y  c a l i b r a t e  t h e  s t r a i n  t r a n s d u c e r s .
A s  b u i l t  t h e  a p p a r a t u s  c o n s i s t e d  o f  t w o  u n i t s ;  t h e  
c a l i b r a t i o n  f r a m e  a n d  t h e  c o n t r o l  u n i t .
C a l i b r a t i o n  f r a m e
To t h e  b l o c k  b o a r d  b a s e  o f  t h e  f r a m e  a  s t e e l  b a r  
1 2 " l o n g  w a s  b o l t e d .  1 / 4 "  s t e e l  b e a r i n g  b a l l s  w e r e  
g l u e d  i n t o  h o l e s  d r i l l e d  a t  3 / 4 "  i n t e r v a l s  a l o n g  i t s  
l e n g t h  s o  a s  t o  f o r m  t h e  l o w e r  m o u n t i n g s  f o r  t h e  
t r a n s d u c e r s .  S i x  i n c h e s  a b o v e  t h e  l o w e r  b a r ,  a  s e c o n d  
b a r  w a s  s u p p o r t e d  o n  a  l e v e r  a n d  s p r i n g .  T h i s  w a s  
d r i l l e d  a n d  t a p p e d  t o  t a k e  s c r e w s  w h i c h  f o r m e d  t h e  u p p e r  
m o u n t i n g  f o r  t h e  t r a n s d u c e r s .  B y  u s i n g  v e r y  s t i f f  s t e e l  
b a r s  i t  c o u l d  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e y  w o u l d  r e m a i n  s t r a i g h t  
u n d e r  t h e  l o a d s  i m p o s e d  b y  s t r a i n i n g  t h e  t r a n s d u c e r s .
T h u s  i f  t h e  r e l a t i v e  d e f l e c t i o n s  b e t w e e n  t h e  b a r s  w e r e  
k n o w n  a t  t w o  p o i n t s ,  t h e  d e f l e c t i o n  a t  o t h e r  p o i n t s  c o u l d  
b e  f o u n d .  T r a n s d u c e r s  o f  k n o w n  s e n s i t i v i t y  w e r e  m o u n t e d  
b e t w e e n  t h e  b a r s  a t  e a c h  e n d  a n d  a  g r o u p  o f  t e n  
t r a n s d u c e r s  t o  b e  c a l i b r a t e d  w e r e  m o u n t e d  a l o n g  t h e  
l e n g t h  o f  t h e  b a r s .
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T h e  p o s i t i o n  o f  t h e  u p p e r  b a r  w a s  d e t e r m i n e d  
b y  t h e  l e v e r  t o  w h i c h  i t  w a s  r i g i d l y  a t t a c h e d .  I n  
t u r n  t h e  l e v e r  w a s  c o n t r o l l e d  b y  a  n u t  r u n n i n g  o n  a  
l e n g t h  o f  s t u d d i n g .  F o r  i n i t i a l  a d j u s t m e n t  t h e  n u t  
c o u l d  b e  r o t a t e d  b y  h a n d ,  b u t  d u r i n g  t h e  a c t u a l  c a l i b r a t i o n  
t h e  s t u d d i n g  w a s  r o t a t e d  b y  a  s y s t e m  o f  p a w l s  a n d  s o l e n o i d s .
T h e  l o w e r  e n d  o f  t h e  s t u d d i n g  w a s  s u p p o r t e d  i n  a  
s i m p l e  t h r u s t  b e a r i n g  a n d  h a d  t w o  p a w l  x \ r h e e l s  f i x e d  t o  i t .  
T h e  p a w l  w h e e l s  w e r e  a r r a n g e d  w i t h  t h e i r  t e e t h  i n  
o p p o s i t e  d i r e c t i o n s  s o  t h a t  t h e  p a w l  o n  o n e  w h e e l  w o u l d  
r o t a t e  t h e  s t u d d i n g  i n  o n e  d i r e c t i o n ,  a n d  t h a t  o n  t h e  
o t h e r  i n  t h e  o p p o s i t e  d i r e c t i o n .  O n e  e n d  o f  e a c h  p a w l  
w a s  p i n n e d  t o  t h e  b o l t  o f  a  s o l e n o i d ,  a n d  t h e  o t h e r  t o  a  
t e n s i o n  s p r i n g  w h i c h  h e l d  t h e  b o l t  w i t h d r a w n  f r o m  t h e  
s o l e n o i d  e x c e p t  w h e n  i t  w a s  e n e r g i z e d .  O n  p a s s i n g  a.  
c u r r e n t  t h r o u g h  t h e  s o l e n o i d ,  t h e  p a w l  s l i p p e d  o v e r  a  
t o o t h  o f  t h e  p a w l  w h e e l ,  a n d  w h e n  r e l e a s e d  t h e  t e n s i o n  
s p r i n g  w i t h d r e w  t h e  b o l t  a n d  m a d e  t h e  p a w l  r o t a t e  t h e  
p a w l  w h e e l  1 / 8  o f  a  t u r n ?  c o r r e s p o n d i n g  t o  o n e  t o o t h  o f  
t h e  w h e e l .
T h e  e n d s  o f  t h e  t e n s i o n  s p r i n g s  r e m o t e  f r o m  t h e  
p a w l  w e r e  f i x e d  t o  a  t o g g l e  l e v e r .  T h e  f i r s t  s t r o k e  
o f  e i t h e r  s o l e n o i d  t h r e w  t h e  t o g g l e  l e v e r  i n t o  t h e  
a p p r o p r i a t e  p o s i t i o n  s o  t h a t  t h e  w a n t e d  p a w l  w a s  i n
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c o n t a c t  w i t h  i t s  p a w l  w h e e l ,  a n d  t h e  u n w a n t e d  p a w l  t h r o w n  
c l e a r .  T h i s  w a s  a c c o m p l i s h e d  b y  a r r a n g i n g  f o r  a  
p r o j e c t i o n  o n  t h e  p a w l  t o  e n g a g e  i n  a  h o o k e d  e x t e n s i o n  
o f  t h e  t o g g l e  l e v e r .
F i g s  4 9  a n d  5 0  s h o w  t h e  c o m p l e t e  a p p a r a t u s .
T h e  C o n t r o l  U n i t
T h e  c o n t r o l  u n i t  h a d  f o u r  f u n c t i o n s  t o  f u l f i l ?
1o E n e r g i z i n g  t h e  s o l e n o i d s ,
2 .  i n i t i a t i n g  a  s c a n  b y  t h e  d a t a  l o g g e r ,
3  0 r e v e r s i n g  t h e  d i r e c t i o n  o f  m o v e m e n t  o f  t h e  s t u d d i n g  
a f t e r  a  p r e - d e t e r m i n e d  n u m b e r  o f  m o v e m e n t s ,
4 .  s t o p p i n g  t h e  c a l i b r a t i o n  a f t e r  a n  a p p r o p r i a t e  
n u m b e r  o f  m o v e m e n t s .
T h e  h e a r t  o f  t h e  c o n t r o l  u n i t  w a s  a  s m a l l  e l e c t r i c  
m o t o r  f i t t e d  w i t h  a  g e a r  b o x ,  t h e  o u t p u t  s h a f t  o f  w h i c h  
r o t a t e d  a t  a p p r o x i m a t e l y  1 2  r . p . m .  o r  o n c e  e v e r y  5  
s e c o n d s .  On t h i s  s h a f t  t h r e e  e d g e  c a m s  w e r e  m o u n t e d  w h i c h  
a c t u a t e d  m i c r o  s w i t c h e s .  T h e  f i r s t  s w i t c h  e n e r g i z e d  a  
r e l a y  w h i c h  d i s c h a r g e d  a  l a r g e  e l e c t r o l y t i c  c a p a c i t o r  
t h r o u g h  o n e  o r  o t h e r  o f  t h e  s o l e n o i d s  s o  t h a t  t h e  
s t u d d i n g  o n  t h e  f r a m e  w a s  r o t a t e d  1 / 8  o f  a  t u r n .  T h e  
s e c o n d  m i c r o  s w i t c h  w a s  w i r e d  t o  t h e  r e m o t e  s a m p l e  
c o n n e c t i o n  o f  t h e  d a t a  l o g g e r ,  t h u s  i n i t i a t i n g  a  s c a n  o f  
t h e  t r a n s d u c e r s  i n  t h e  r i g .
Fig k 9
Gauge calibration unit
Fig 50
Gauge calibration unit
•a "j L"5
T h e  t h i r d  m i c r o  s w i t c h  d r o v e  a  t e n  s t a g e  b i n a r y  
c o u n t e r  w h i c h  w a s  b u i l t  f r o m  E l l i o t t  ’m i n i  l o g s ’ .
T h e  o u t p u t  f r o m  e a c h  s t a g e  o f  t h e  c o u n t e r  w a s  c o n n e c t e d  
t o  t w o  r o t a r y  s w i t c h e s ,  t h e  f i r s t  o f  w h i c h  w a s  w i r e d  t o  a  
c h a n g e - o v e r  r e l a y  f i t t e d  b e t w e e n  t h e  s o l e n o i d s  a n d  t h e  
e n e r g i z i n g  r e l a y .  T h u s  a f t e r  2 , * + , 8  102*+
m o v e m e n t s  i n  o n e  d i r e c t i o n  t h e  s e c o n d  s o l e n o i d  w a s  
b r o u g h t  i n t o  o p e r a t i o n  t o  r e v e r s e  t h e  m o v e m e n t .  T h e  
s e c o n d  r o t a r y  s w i t c h  w a s  c o n n e c t e d  t o  a  r e l a y  w h i c h  
w h e n  e n e r g i z e d  d i s c o n n e c t e d  t h e  s u p p l y  t o  t h e  m o t o r ,  t h u s  
s t o p p i n g  t h e  c a l i b r a t i o n  p r o c e s s  a f t e r  2  , * + , $ ,  —  102*+
t o t a l  m o v e m e n t s .
T h e  c a l i b r a t i o n  u n i t  i s  s h o w n  i n  f i g  51®
T h e  a n a l y s i s  o f  t h e  c a l i b r a t i o n  r e a d i n g s  w a s  
p e r f o r m e d  b y  t h e  c o m p u t e r  w h i c h  c a l c u l a t e d  t h e  g a u g e  
f a c t o r  f o r  e a c h  g a u g e  a n d  t a b u l a t e d  t h e  r e s u l t s .
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Fig 51
Gauge calibration control unit
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